﻿ Пе ii incompletiiudine f Logica modala ca logica de ordin superior MiRCEA DUMiTRU ЩіРЙЮЕІв © Copyright by Mircea Dumitru 2001 Toate drepturile pentru prezenta versiune in limba romana sunt rezervate. Nici o p arte din prezentul text nu poate fi reprodusa fara acordul scris al autorului Editura Paideia, 2001 Str. Bucur nr.18, sector 4 75104 Bucuresti, Romania tel.: (00401)330.80.06; 330.16.78 fax: (00401)330.16.77 Descrierea CiP a Bibliotecii Nationale a Romaniei DUMiTRU, MiRCEA Modalitate si incompletitudine   ^rcea Dumitru. Bucuresti: Paideia, 2001 246 p. ; 23,5 cm. Bibliogr. index. iSBN 973-596-003-3 16 Mamei mele, Minerva-Aurora Dumitru si memoriei tatalui meu, Aureliu Dumitra Multumiri Cartea pe care o aveti in fata isi are originea in teza mea de doctorat, On lncompleteness in Modal Logic. An Account Through Second-Order Logic, sustinuta in mai 1998 la Tulane University, New Orleans, S. U. A. Se cuvine, de aceea, ca ganduri le mele de recunostinta si de respect sa se indrepte in primul rand catre aceia care, intr-un fel sau altul, au Tacut acest lucru posibil pentru mine. Sunt recunoscator multor oameni din Departamentul de Filosofie de la Tulane University, S. U. A. si din Facultatea de Filosofie de la Universitatea din Bucuresti, care m-au ajutat, in diferite moduri, intr-o lunga perioada de timp, sa duc la bun sfarsit acest proiect. As dori sa multumesc comisiei mele doctorale - Profesorilor Graeme Forbes, Bruce Brower si Donald Lee - pentru incurajare si sprijin constant. in mod special, cea mai mare datorie intelectuala o recunosc fata de Profesorul Graeme Forbes, coordonatorul studiilor si mentorul intregii mele activitati de doctorand la Tulane University. Aceia care-i cunosc lucrarile in domeniul logicii modale vor vedea ca influenta pe care a exercitat-o asupra intelegerii de catre mine a subiectului este profunda. Doresc apoi sa aduc multumiri Profesorului Radu Bogdan, din acelasi Departament, pentru nenumaratele feluri in care m-a ajutat si pentru sprijinul sau moral constant de-a lungul intregii perioade de studiu petrecute la Tulane. ii multumesc de asemenea Profesorului Melvin Fitting, de la City University of New York, pentru unele observatii critice care au condus la imbunatatirea expunerii materialului si pentru semnalarea unor erori tehnice. ii sunt, totodata, recunoscator pentru amabilitatea cu care a acceptat sa scrie postfata acestei monografii. 5 De cealalta parte a Atlanticului, in Romania, la Universitatea din Bucuresti, datorez multora dintre profesorii mei, care acum imi sunt colegi si prieteni, cu mult mai mult decat pot spune cuvintele. Dar cel mai mult sunt recunoscator pentru multi ani de formare intelectuala, discutii si ajutor generos mentorului si coordonatorului activitatii mele ca student la Universitatea din Bucuresti, Profesorul Mircea Flonta, si dascalilor mei de la aceeasi Universitate, Profesorii Petre Bieltz, regretatul Gheorghe Enescu, Adrian Miroiu, ilie Parvu, Cornel Popa, Dragan Stoianovici si Sorin Vieru, care m-au invatat logica si multe alte lucruri care conteaza de fapt in viata. Pe un plan diferit, stiu ca datorez cu mult mai mult decat pot chiar sa-mi dau seama si decat pot sa dau inapoi vreodata sotiei mele, Elena Dumitru, si fetei noastre, loana-Andrada Dumitru. Ele au fost un sprijin constant si o sursa de inspiratie, liniste si stabilitate in perioada studiilor doctorale la Tulane University, care a fost foarte solicitanta si uneori frustranta pentru noi toti. Dar primele si cele mai profunde ganduri de recunostinta, care insotesc producerea prezentei monografii si atingerea acestui nivel de educatie pentru care m-am straduit atat de multi ani, le datorez parintilor mei. Fara ei, nimic nu ar fi putut sa fie posibil pentru mine si cu atat mai mult drumul care m-a dus la prezenta lucrare. De aceea mamei mele, Minerva-Aurora Dumitru, pentru vointa si abnegatia ei puternice, si memorie i tatalui meu, Aureliu Dumitru, cititor avid si autentic iubitor de intelepciune, le dedic cu recunostinta si dragoste aceasta lucrare a multor ani de stradanii. Autorul Mai 2001, Bucuresti 6 Cuprins CUVaNT iNAiNTE...............................9 iNTRODUCERE............................:....11 CAPiTOLUL 1. Uneltele si fundalul.....................19 CAPiTOLUL 2. Un sistem modal normal incomplet...............49 Remarci asupra validitatii modale, cadrelor si modelelor....49 Sistemul incomplet VB....................57 Comentarii asupra demonstratiei de incompletitudine a sistemului VB.......................76 CAPiTOLUL 3. incompletitudinea modala ca fenomen de ordinul al doilea....109 O schita a logicii de ordinul al doilea...........113 Lexiconul limbajului logicii de ordinul al doilea........116 Sintaxa limbajului logicii de ordinul al doilea.........118 Semantici pentru limbajul logicii de ordinul al doilea...120 Semantica standard pentru limbajul logicii de ordinul al doilea.122 Semantica Henkin pentru limbajul logicii de ordinul a] doi lea.] 24 Reguli de inferenta pentru cuantori de ordinul al doilea....130 incompletitudinea logicii de ordinul al doilea cu semantica standard versus completitudinea logicii de ordinul al doilea cu semantica Henkin...................131 Traducerea canonica a limbajului logicii modale a propozitiilor in limbajul logicii de ordinul al doilea...144 Corelarea semanticii modale cu semantica de ordinul al doilea..1 48 O abordare a completitudinii modale prin logica de ordinul al doilea....................151 Cel de-al doilea argument bazat pe logica de ordinul al doilea pentru existenta sistemelor modale complete......158 Explicarea incompletitudinii modale prin logica de ordinul al doilea......................і 62 CAPiTOLUL 4. Este logica de ordinul al doilea o logica?.........187 Dezacordurile lui Quine cu logica de ordinul al doilea.....192 Un argument pentru logica de ordinul al doilea.......201 Un alt argument (prospectiv) pentru logica de ordinul al doilea.215 POSTFAta.................................229 BiBLiOGRAFiE...............................233 iNDEX..................................241 7 Cuvant inainte Dintre toate sub-ramurile logicii formale, logica modala poarta cu sine promisiunea cea mai mare a unei contributii la elucidarea unor chestiuni filosofice. Aceasta se intampla, in primul rand, pentru ca in formularea multora dintre problemele centrale ale filosofiei se apeleaza in mod crucial la concepte modale. Astfel, problema cauzalitatii, potrivit lui Hume, este aceea daca poate exista o conexiune necesara intre evenimente. Problema libertatii vointei este daca exista vreun sens interesant in care este posibil ca agentii sa actioneze in mod diferit fata de modul in care actioneaza ei de fapt. Problema esentei este daca fiecare lucru individual este posesorul unei anumite proprietati, sau unor proprietati, fara de a caror posedare existenta acelui individ este imposibila. Probleme din epistemologie se pot dovedi a fi intrebari despre anumite posibilitati aparente - daca acestea sunt posibilitati autentice sau nu. De aceea dezvoltarea moderna a logicii modale aduce cu sine speranta dobandirii unei intelegeri mai adanci a acestor chestiuni. Dar logica modala este ea insasi un obiect interesant din punct de vedere filosofic. Chiar la nivelul logicii propozitionale, extravaganta ontologica a semanticii lumilor posibile motiveaza interpretari filosofice ale acesteia, fara de care autoritatea ei in chestiuni privitoare la validitatea argumentelor modale ar fi suspecta. iar bogata varietate de sisteme pe care le produce semantica lumilor posibile ridica intrebari despre comportamentul conceptelor noastre modale, care cu greu ar fi putut fi formulate in lipsa acestui aparat formal. Cu toate acestea, spre sfarsitul anilor 1960, se parea ca problemele matematice majore legate de sistemele modale fusesera, in linii generale, rezolvate: fiecare sistem modal este caracterizat de catre o clasa de modele singularizata prin stipulari asupra 9 relatiei de posibilitate relativa. Descoperirea de catre K. Fine si S. K. Thomason a unor sisteme necaracterizabile a schimbat imaginea acceptata si, in felul acesta, a fost deschis un nou capitol, mai dificil, in investigarea formala a logicii modale. in aceasta carte, Mircea Dumitru da o descriere atenta si detaliata a fundalului acestor cercetari. El expune apoi o demonstratie a incompletitudinii unui anumit sistem, datorat lui Van Benthem, si explica modul in care poate fi conceput rezultatul in cadrul logicii (non-modale) de ordinul al doilea. Logica de ordinul al doilea este ea insasi controversata din punct de vedere filosofic si Mircea Dumitru examineaza anumite consideratii in apararea ei, care pot fi gasite in lucrari recente ale lui George Boolos si extinde totodata aceste consideratii printr-o argumentare personala. Cititorul va gasi in Mircea Dumitru un ghid sigur si competent pentru acest teren accidentat si dificil. Graeme Forbes Tulane University, New Orleans Mai 1999, New Orleans introducere Toposul general al acestei carti este explicarea fenomenului semantic al incompletitudinii anumitor sisteme modale normale prin intermediul incompletitudinii logicii de ordinul al doilea. Lucrarea va fi dezvoltata in patru capitole, care urmeaza dupa o introducere a problemelor si a metodologiei generale. Ele se aseaza intr-o structura bipartita: primele trei capitole sunt tehnice, iar cel din urma, mai fi losofi c. in general vorbind, principala tema care va fi abordata este in ce consta problema existentei si stemelor modale normale incomplete? Dezvoltarea sem anticii de tip Kripke pentru logica modala a fost sustinuta de ideea directoare ca (poate) toate sistemele axiomatice, sau sistemele de deductie naturala pentru bine-cunoscutele sisteme modale sunt caracterizabile de catre clase de cadre si de modele definite prin conditii de ord inul intai impuse asupra unei relatii binare (de accesibilitate). Totusi, descoperirea anumitor sisteme modale incomplete (necaracterizabile) de catre S. K. Thomason, K. Fine, G. Boolos si G. Sambin, si J. F. A. K. Van Benthem a subminat caracteristica globalizanta a abordarii stil Kripke. Exista logici care nu sunt determinate de catre nici o clasa de cadre Kripke. Aceasta descoperire a fost incarcata de semnificatie. Ea a respins conjectura ca toate sistemele modale sunt caracterizabile si ca pe aceasta cale orice sistem modal poate fi "semanticizat" printr-o abordare' de tip Kripke. Scopul meu aici este sa dau o explicatie adecvata formal si clarificatoare filosofic incompletitudinii modale pe baza conceptului ca logica modala este esentialmente o logica de ordinul al doilea in natura ei. Sistemele modale pot fi 11 analizate in termenii unor structuri cu un domeniu de indivizi de ordinul al doilea (submultimi), care sunt atribuiti prin interpretari variabilelor propozitionale ale limbajelor logicii modale propozitionale. Astfel, existenta sistemelor modale incomplete poate fi explicata prin incompletitudinea logicii de ordinul al doilea. Capitolul 1 va elucida unele dintre multiplele sensuri ale manunchiului de concepte ‘completitudine’   ‘incompletitudine’   ‘caracterizare’ in relatie cu conceptele de model, clasa de modele, cadru si clasa de cadre. Vor fi explicate si discutate pe larg elementele esentiale ale tehnicii Modelului Canonic de demonstrare a completitudinii sistemelor modale normale, care generalizeaza demonstratia de tip Henkin a completitudinii- logicii non-modale de ordinul intai la sistemele modale. Pe fundalul constructiei aparatului semantic al demonstrarii completitudinii in logica modala, s-a Scut conjectura ca oricarui sistem modal normal i se poate da o caracterizare prin intermediul Modelului sau Canonic. Oricum, acum noi stim ca exista sisteme modale axiomatice (sau de deductie naturala) care nu pot sa demonstreze toate secventele care sunt valide in clasa tuturor cadrelor fata de care sistemele sunt corecte semantic. Cu alte cuvinte, s-a demonstrat ca exista sisteme modale incomplete si prezentarea unui astfel de sistem (datorat lui Van Benthem) este realizata in detaliu in Capitolul 2. Este important sa facem o observatie colaterala aici. Trebuie sa facem o distinctie intre conceptul de incompletitudine produs in contextul sistemelor modale incomplete si conceptul similar produs de catre Prima Teorema de incompletitudine a lui Godel. Voi explica mai in amanunt fondul acestei observatii in Capitolul 3. Este important sa fim clari asupra acestui punct, pentru a risipi posibila confuzie ca incompletitudinea modala se afla pe acelasi plan cu incompletitudinea godeliana a aritmeticii formale de ordinul intai. Aceasta confuzie poate fi, totusi, produsa de catre 12 actiunea a (cel putin) doi factori. Anume (i) exista o relatie logica autentica intre incompletitudinea godeliana a aritmeticii formale de ordinul intai si incompletitudinea logicii de ordinul al doilea, iar cea din urma este folosita drept explanans pentru incompletitudinea modala. si (ii) logica modala este utilizata, in ultima vreme, in asa-numita logica a demonstrabilitatii, pentru a studia teoremele de incompletitudine ale lui Godel. Cu toate acestea, incompletitudinea modala este un fenomen distinct care are propria sa semnificatie. Din cele spuse pana aici, se developeaza cu putere urmatoarea imagine: conceptul director al cercetarii mele este acela ca incompletitudinea modala urmeaza a fi explicata in termenii incompletitudinii logicii de ordinul al doilea, deoarece limbajul modal este esentialmente un limbaj de ordinul al doilea. De aceea, o schema precisa de traducere recursiva a limbajului logicii modale in limbajul logicii de ordinul al doilea va fi construita si discutata in Capitolul 3. Aceasta va da un inteles precis ideii ca limbajele modale si, prin urmare, sistemele modale pot fi reduse la limbaje de ordinul al doilea. Aceste scheme de traducere recursiva ridica unele probleme legate de conservarea intelesului propozitiilor modale prin procedurile de traducere in propozitii de ordinul al doilea. intre acestea, locul principal il ocupa intrebarea cum se coreleaza semnificatiile (semantica) propozitiilor modale cu structurile de ordinul al doilea. O problema cruciala care trebuie clarificata in Capitolul 3 este generata de urmatoarea rezerva. Daca incompletitudinea unor sisteme modale urmeaza sa fie explicata in termenii incompletitudinii omoloagelor lor de ordinul al doilea, atunci cum se face ca exista, totusi, multe sisteme modale complete (caracterizabile), care si ele pot fi corelate, la fel de bine, cu structuri de ordinul al doilea prin intermediul aceleiasi proceduri recursive? Avem nevoie, asadar, de o explicatie pentru faptul ca 13 majoritatea sistemelor modale normale cunoscute sunt complete, caci, la urma urmei, o aplicare a schemelor recursive de traducere asupra lor va avea drept rezultat tot o corelare a propozitiilor lor modale cu propozitii de ordinul al doilea. Sisteme modale incomplete Sisteme modale complete   ..-...- Logica de ordinul al doilea Schitez aici un argument care urmareste sa arate ca reducerea sistemelor modale la sisteme de ordinul al doilea este totusi eficienta pentru intelegerea incompletitudinii modale, chiar daca aceeasi procedura recursiva poate fi aplicata sistemelor modale complete, care vor fi si ele, pe aceasta cale, corelate cu structuri de ordinul al doilea. Astfel, atunci cand spunem ca logica de ordinul al doilea este incompleta, ceea ce vrem sa spunem in primul rand este ca nu exista nici un sistem deductiv de ordinul al doilea care sa fie atat corect cat si complet fata de semantica standard pentru un limbaj de ordinul al doilea. Acum, ceea ce vom gasi, in mod tipic, in cazul traducerii sistemelor modale complete, cum sunt K, T, S4, B, sau S5, este, in general vorbind, ceva de felul urmator. Dupa ce traducem axiomele si regulile de transformare ale unui astfel de sistem modal complet in notatia de ordinul al doilea corespunzatoare lor si "mimam" sistemul modal complet in interiorul omologului sau de ordinul al doilea, completitudinea acelui sistem modal revine la faptul ca toate propozitiile de ordinul al doilea care sunt consecinte semantice ale omoloagelor de ordinul al doilea ale axiomelor acelui sistem modal sunt exact omoloagele de ordinul al doilea ale propozitiilor modale care sunt consecintele deductive in cadrul acelui sistem modal complet, adica sunt exact omoloagele de ordinul al doilea ale teoremelor 14 acelui sistem modal complet. Aproximativ vorbind, orice poate fi inferat intr-un sistem logic de ordinul al doilea din traducerile de ordinul al doilea ale axiomelor unui sistem modal complet, folosind pentru inferare omoloagele de ordinul al doilea ale regulilor de transformare ale acelui sistem modal, este o omoloaga a unei teoreme a acelui sistem modal complet. Pe de alta parte, in cazul unui sistem modal incomplet, situatia care se obtine este, in mare vorbind, de genul urmator. Se incepe cu traducerile de ordinul al doilea ale axiome lor si ale regulilor de transformare ale unui sistem modal incomplet. Atunci, incompletitudinea lui consta in existenta unor consecinte logice (semantice) ale omoloagei or de ordinul al doilea ale axiomelor modale, care pot fi inferate folosind omoloage de ordinul al doilea ale regulilor modale de transformare, dar care nu sunt omoloage ale nici unei teoreme modale a acelui sistem modal incomplet. Prin urmare, exista o propozitie de ordinul al doilea, care este traducerea unei propozitii modale, conform unor scheme recursive de traducere, din limbajul acelui sistem modal in limbajul unui sistem de ordinul al doilea, si care este valida in clasa structurilor de ordinul al doilea care sunt omoloagele clasei de cadre relativ la care sistemul modal incomplet este corect, si care propozitie de ordinul al doilea este de asa natura incat omoloaga sa modala nu este derivabila ca teorema in acel sistem modal incomplet. Asadar, acel sistem modal nu este complet, relativ la clasa de cadre pentru acel sistem, adica relativ la acea clasa de cadre fata de care sistemul este, totusi, corect. in consecinta, sistemul nu este caracterizabil si este incomplet intr-un sens absolut. Ultimul capitol al acestei monografii va aborda chestiuni cu caracter mai filosofic, care sunt generate de dezvoltarea aparatului formal. Printre acestea, un loc ap arte il va avea, desigur, discutarea statutului logicii de ordinul al doilea ca o logica 15 autentica. in final, aceasta ne va da o explicatie lamuritoare a motivului pentru care, si a modului in care incompletitudinea logicii mcdale poate fi pusa in legatura cu incompletitudinea logicii de ordinul al doilea. Astfel, incompletitudinea modala va fi recuperata ca un aspect important al unui fenomen mai profund, anume incompletitudinea logicii de ordinul al doilea si nu va fi re legata ca un puzzle curios si nesemnificativ. Pentru a ajunge acolo, avem nevoie de o imagine clara a acelor constrangeri a caror satisfacere incununeaza cu succes aplicarea schemelor recursive de traducere. De aceea, trebuie sa ne intrebam mai intai ce anume se reduce si la ce anume se face reducerea, adica ce genuri de entitati sunt corelate cu ce alte genuri in aceasta relatie de reducere. Deoarece logica de ordinul al doilea joaca un rol crucial nu numai in relatia de reducere examinata in detaliu in aceasta carte, ci si in multe alte intreprinderi filosofice, nemultumirilor si avertismentelor lui Quine in legatura cu logica de ordinul al doilea, si in mod special conceptiei sale ca logica de ordinul al doilea este ‘Teoria Multimilor in Blana de Oaie', trebuie sa li se dea atentia cea mai mare. Cu aceasta motivatie in minte, voi face o evaluare a conceptiei lui Quine potrivit careia logica de ordinul al doilea este teorie a multimilor. in tesatura argumentarii mele filosofice voi introduce apoi strategia prin care Boolos apara aceasta logica. ideea fundamentala pe care o dezvolta Boolos este ca exista o continuitate lina, mai degraba decat o distinctie neta intre logica de ordinul intai si logica de ordinul al doilea, lucru care se poate observa, de pilda, prin indicarea unor importante concepte metalogice precum acela de interpretare, validitate, corectitudine semantica si decidabilitate, care apar cu aceeasi semnificatie sau cu mici diferente atat in logica de ordinul intai, cat si in logica de ordinul al doilea. Acum, daca dreptatea este de partea lui Quine, care ar fi relevanta criticii sale la adresa perspectivelor reducerii modalitatilor la structuri de 16 ordinul al doilea? Dar daca, pe de alta parte, conceptia lui Boolos este bine-fundamentata, atunci cum ar influenta aceasta intelegerea noastra generala a principalului argument al cartii? impotriva pozitiei lui Quine, voi cauta sa arat ca se poate obtine o "achitare" a logicii de ordinul al doilea, daca se acorda atentia cuvenita distinctiei nete dintre notiunea logica de multime, care are o structura booleana, si notiunea iterativa de multime, care nu are o astfel de structura. Astfel, in masura in care notiunea logica de multime este o notiune logica legitima, s-ar putea ca asteptariie noastre de a da o intemeiere buna logicii de ordinul al doilea ca logica autentica sa fie rezonabile. Principala obiectie a lui Quine impotriva interpretarii logicii de ordinul al doilea vizeaza de fapt numai notiune a iterativa de m ultime, care nu este o parte proprie a logicii. Caci in aceasta conceptie despre multimi, teoria multimilor are o 'ontologie excesiva’ si cade sub tirul obiectiilor lui Quine impotriva presupozitiilor ontologice substantiale in logica. Pe de alta parte, sprijinul nostru pentru logica de ordinul al doilea se intareste daca, dupa cum cred, reusim sa facem plauzibila conceptia ca not iune a l og i ca de mul time, sau conceptul fregean de multime (dupa cum l-am putea numi), face ca multimile sa se comporte precum indexicalii sau demonstrativii. in mod corespunzator, deoarece con ceptia fregeana despre mul timi face ca interpretarea conceptulu i de multime ca un concept logic sa fie rezonabila, aceasta interpretare va goli notiunea de mu iti me de orice implicatii ontol ogice excesive. O alta pos ibi la linie de dezvoltare a laturii filosofice a acestei carti, dar pe care totusi o voi lasa deoparte aici, ar fi aceea de a face o lista a probleme lor metafizice importante, si apoi de a examina pe unele dintre aceste probleme care graviteaza in jurul conceptelor modale, probleme asupra carora, totodata, ar putea sa arunce lumina relatia dintre logica modala si logica de ordinul al doilea. O problema cu un profil 17 proeminent este urmatoarea: care ar fi impactul pe care l-ar putea avea aceasta reducere - urmarita atat pentru scopuri tehnice cat si pentru scopuri conceptuale - a modalitati lor la structuri de ordinul al doilea asupra unei conceptii modalist-actualiste despre statutul logic (semantic) si filosofic (metafizic) al conceptelor modale. Asupra manunchiului de concepte si de teme care alcatuiesc conceptia modalist-actualista, adica, succint spus, conceptia ca modalitatile sunt primitive in raport cu cuantificarea asupra lumilor posibile si ca orice exista este actual, sper sa ma pot pronunta pe larg intr-o lucrare viitoare. Capitolul 1. Uneltele si fundalul Scopul meu in aceasta caile este sa examinez fenomenul incompletitudinii modale si sa-l explic prin intermediul incompletitudinii logicii de ordinul al doilea. De aceea, voi incepe prin a schita principalele elemente ale fundalului pe care poate fi dusa pana la capat o intelegere adecvata a acestei teme. 1 Merita sa observam, mai intai, ca o intelegere profunda a chestiunilor modale si a grupului de sisteme modale, care fusesera dezvoltate anterior in mod axiomatic, aproape fara nici o idee despre ce inseamna ele, nu a putut fi obtinuta pana ce nu a fost formulata o semantica satisfacatoare pentru limbajele modale la sfarsitul anilor 1950 si inceputul anilor 1960, in lucrari datorate in principal lui S. Kripke, S. Kanger, sau J. Hintikka. in mare, ideea acestei abordari semantice (model-teoretice) a limbajelor modale, cunoscuta drept "semantica lumilor posibile", este o foarte ingenioasa generalizare a notiunii de interpretare pentru limbajul logicii (non-modale) de ordinul intai. Aceasta generalizare poate fi dusa cu succes pana la capat, pentru ca strategia pe care o incorporeaza este apta sa ocoleasca unele probleme produse de catre principalul contrast dintre conectorii propozitionali veri-functionali si conectorii propozitionali modali: in timp ce primii au o semantica veri-functionala care conduce destul de usor si de direct la o definitie formala a adevarului si a validitatii pentru 1 * * * * * 7 1 Pentru prezentarea fundalului si a elementelor pregatitoare in acest capitol cf. urmatoarele surse bibliografice principale: Bowen, Kenneth A. Model Tlleoryfor Modal Logic. Kripke Modelsfor Modal Predicate Calculi, D. Reidel Publishing Company, 1979; Chellas, Brian Modal Logic. An introduction, Cambridge University Press, 1980; Fine, Kit Model Theory for Modal Logic. Part i - DE RE   DE DiCTO Distinction’, Journal of' Philosophical Logic 7 (1978), pg. 125-126; Fine, Kit 'Model Theory for Modal Logic. Part ii - The Elimination of DE RE Modality', Journal of Philosophical Logic 7 (1978), pg. 277-306; Fine, Kit Model Theory for Modal Logic. Part ПІ - Existence and Predication', Journal of Philosophical Logic 10 (1981), pg. 293-307; Forbes, Graeme A   introduction to Modal Logic, Tulane University, 1994; Hughes, G. E. si M. J. Cresswell An introduction to Moda! Logic, Routledge, London - New York, 1968; Hughes, G. E. si M. J. Cresswell A Companion to Modal Logic, Methuen, London - New York, 1984; Hughes, G. E. si M. J. Cresswell A New introduction to Modal Logic, Routledge, London - New York, 1996. 19 formule din acel limbaj, cei din urma nu au o astfel de semantica. Prin urmare, conectorii modali nu pot fi definiti drept functori de adevar, deoarece nu exista nici o functie de adevar pe care ei sa o exprime. Totusi, daca putem "impacheta" laolalta, ca sa zicem asa, intr-o structura, mai multe interpretari de genul aceleia cerute pentru a face semantica logicii non-modale de ordinul intai, si daca structura este dotata cu relatii intre acele interpretari, atunci putem avea o solutie pentru problema gasirii conditiilor de adevar ale operatori lor modali, de-a l un gul ace loras i linii de constructie ca si acelea ale s olutie i semantice mai docile pentru conectorii veri-functionali. Sa notam pe scurt, acum, ca o interpretare ipentru o secventa in limbajul logicii (non-modale) de ordinul intai este o pereche i = (D, V), constand dintr-un domeniu D = {O , .., o", ..} de indivizi si o atribuire V de valori semantice corespunzatoare pentru variabile, predicate si constante individuale. Astfel, itrebuie sa oglindeasca clauzele sintactice ale definitiei recursive ale unei formule bine formate (fuf) si urmeaza sa produca o valoare semantica pentru o fuf rp in functie de valoarea semantica (respectiv valorile semantice) pe care V le atribuie subformulelor bine formate ale lui rp. Conditiile pe care le satisface V sunt: (i) pentru fiecare constanta individuala a acelui limbaj, si nu pentru alte simboluri, V va atribui o referinta care este un individ luat din D; (ii) pentru fiecare litera-predicat n-adica ati. .in, si nu altele, ofunctie caracteristica A, astfel incat A(V(tj) .. V(in)) = T daca si numai daca (ddaca) <V(tj), .., V(in)> e Vf (.,i), ceea ce revine la o atribuire de n-tupluri de obiecte din D pentru A, si anume acelea despre care A este adevarat in .l; (iii) pentru fiecare simbol functional f de n locuri din acel limbaj, si nu pentru alte simboluri, o functie f, care este multimea tuturor acelor ii + l-tupluri <<0 , .., o">, o"+i> in D astfel incat o"+i este valoarea unica in D a functiei f atunci cand n-tuplul 20 <oi, .•• , On> este argumentul lui f; (iv) pentru fiecare litera-propozitie 7Z"in limbaj, si nu altele, o valoare-de-adevar, adevarul (T) sau falsul (.1.), dar nu amandoua; (v) V expliciteaza clauzei e semantice obisnuite pentru vocabularul logic al limbajului, viz. definitiile din tabelele de valori de adevar pentru conectorii prepozitionali si da o explicitare semantica pentru cuantificatori. ideea fundamentala a generali zarii acestui tip de interpretare pentru limbajul logicii de ordinul intai la un limbaj modal de ordinul intai se bizuie pe abordarea semantica a operatorilor modali in calitate de cuantificatori ai unui domeniu de entitati specifice, numite lumi posibile. Astfel, operatorul necesitatii (simbolizat prin ' □ ’) se comporta precum un cuantificator universal al carui domeniu este domeniul lumilor, iar operatorul posibilitatii ('O’) este interpretat drept cuantificator existential. Pe scurt, a da o interpretare pentru o secventa in limbaj u l logicii modale a predicatelor inseamna sa stipulam o multime de lumi, structurata printr-o relatie diadica, fiecare lume fiind un model de genul lui i de mai sus. Astfel, intr-un anumit sens, atunci cand construim o semantica modala, avem nevoie de "mai multe entitati" (lumi) de genul acelora de care avem nevoie atunci cand construim semantica logicii n emodale de ordinul intai, deoarece fiecare lume indeplineste sarcina unei interpretari 1 care este ceruta in cazul nemodal. Efectul modal al lui si respectiv ‘O’ este dat de evaluarea formulei care se afla in domeniul operatorului modal la toate lumile, respectiv la unele lumi, care se afla intr-o anumita relatie cu lumea la care trebuie evaluata formula modala initiala. Deoarece fenomenul incompletitudinii modale apare in logica modala a propozitiilor, nu exista nici un motiv special pentru a intra ,in detaliile teoriei 21 modelelor pentru limbajul logicii modale a predicatelor. Prin urmare, din interpretarea i specificata mai sus trebuie sa retinem numai acea clauza care reglementeaza atribuirile de valori de adevar literelor-propozitie si clauzele de evaluare obisnuite pentru conectorii propozitionali in interpretari. Pentru a construi un model pentru secvente modale in limbajul logicii modale a propozitiilor (LL^P) vom avea nevoie de o multime (structurata de catre o relatie) de mai multe interpretari de genul celor cerute in cazul nemodal. Astfel, limitandu-ne doar la cazul modal propozitional, o interpretare sau un model Mal unei secvente in LLMP va fi un triplet M= (W,. R - V,)> unde W , este o multime de lumi; RMeste o relatie binara pe multimea WMastfel incat pentru fiecare W; si w;, i, j e N, <w,-, Wj> e R,<f ddaca w,- sta in relatia RM cu Wj, iar R,<f satisface anumite conditii care vor fi prezentate mai tarziu; si V u p(W) este o functie care este definita pentru fiecare litera-propozitie e Пdin limbaj si ia valori in multimea tuturor submultimilor lui W,ti atribuind pe aceasta cale fiecarei litere-propozitie o submultime de lumi din (intuitiv, acele lumi la care 7reste adevarata); astfel, V(ff e p(WJ. in termenii acestui aparat putem defini acum conceptele formula adevarata la o lume w intr-un model M, si de formula valida in Astfel, adevarul unei formule la o lume intr-un model este definit inductiv prin intermediul conceptului relatiei de satisfacere ‘F’ (a se citi: ‘satisface’), i. e. F S; (u, w) x Sent (LL^MP). Asadar, satisfacerea tine intre formule si modele si este cea mai mica relatie care intruneste conditiile: pentru fiecare litera-propozitie 7rin LLMP, (u, iv) F 7rddaca iv e V J7r); 22 pentru fiecare fuf-uri Ф si lf in LLMP, (w) 1= - Ф ddaca ( w) it Cfr, w) 1= (Jj& lf ddaca (M w) 1= (Jjsi (; iV) 1= 'P; (M w) 1= (Jjv lf ddaca (M iV) 1= (Jj sau (; w) 1= 'P; si (;1 w) 1= (Jj^ lf ddaca (;1 w) it: (Jjsau (; w) 1= 'P; pentru fiecare fuf (Jjin LLMP, (;1 w) 1= □ (Jj ddaca (Vu e WJ(daca Rjvu atunci (;1 u) 1= (Jj); pentru fiecare fuf (Jjin LLMP, (;1 iV) 1= O (Jj ddaca e W)(R jvu si (;1 u) 1= (Jj). Conceptul definit mai sus ne permite sa introducem acum conceptul unei formule (Jj valide intr-un model M= (W,. R ,, V , ) ca fiind acea formula (Jjcare este Az u M adevaratei lafiecare lume iV in Wu astfel, 1= и (Jj ddaca  7'w e W.Ai w) 1= (Jj. Totusi, principalul concept de validitate care va prezenta interes pentru noi in aceasta monografie nu este acela al unei formule valide intr-un model. De fapt, conceptul de validitate poate fi rafinat mai departe si aceasta se va dovedi ca are consecinte importante pentru chestiunea pe care o examinam aici, viz. sisteme modale complete vs. sisteme modale incomplete. O notiune de formula valida care cu siguranta ca este foarte atragatoare in general - si la un nivel intuitiv - este aceea de formula adevarata, indiferent de valorile de adevar atribuite literelor-propozitie (variabilelor, in alte versiuni) ale acelei formule de catre interpretarile tuturor literelor-propozitie din fonnula. Recunoastem aici notiunea comuna de validitate ca adevar in toate interpretarile posibile ale literelor-propozitie care figureaza in structura unei formule. Omologul modal al conceptului nemodal de interpretare pent:Lu literele-propozitie 23 este tripletul M= (WM' R'H, V H). Asadar, a spune ca o formula modala f J este valida potrivit acestei notiuni de validitate inseamna a spune ca Ф este adevarata indiferent de valorile atribuite fiecarei litere-propozitie 7Z'in f Jde catre componenta VHa lui 101= (WM' RH, V H). Atunci cand interesul nostru se focalizeaza asupra acestei notiuni de validitate, putem ignora functia de valori zare VHsi in felul acesta ramanem doar cu componenta (WM' R J a tripletului 101 == (WM' R M', V M'). Prin urmare, gratie acestei notiuni comune de validitate pentru o formula modala in LLiVff suntem condusi la un concept metalogic foarte important pentru sistemele modale si anume conceptul de cadru (jrame). Un cadru Zeste o pereche care consta dintr-o multime de lumi si o relatie binara pe acea multime, i. e. Z= (W-", RrE). Daca 101= (WM' RH, VH) = (Z^ V J, spunem ca Meste bazat pe cadrul Zsi ca if'este cadrul lui 101. Bazandu-ne pe acest concept nou, putem extinde acum definitia unei formule modale valide astfel: se va spune ca este valida intr-un cadru Z= (WRif) ddaca pentru fiecare model Mbazat pe .Esi pentru fiecare iV in fiecare astfel de model, (101 w) F Ф. Este bine sa ne oprim aici si sa remarcam ca exista o deosebire importanta intre cele doua concepte introduse pana acum, viz. conceptul de formula valida intr-un model si conceptul de formula valida intr-un cadru. De fapt, numai conceptul din urma capteaza ideea intuitiva care se afla in spatele validitatii ca adevar, indiferent de valorile de adevar atribuite partilor atomare ale unei formule. Caci, asa cum se poate vedea cu usurinta, potrivit primei notiuni, chiar si o litera-propozitie poate fi formula valida, daca modelul in care este evaluata validitatea sa se intampla sa contina numai 24 lumi la care acea litera-propozitie este adevarata. Morala aici este ca daca vrem ca validitatea sa insemne adevar pentru fiecare interpretare a literelor-propozitie ale unei formule, atunci notiunea de validitate intr-un model, sau chiar intr-o clasa de modele care au o an u m ita caracteristica, nu ne va fi de n i c i un folos. Pentru ca acea notiune nu va capta ideea intuitiva in toate modelele. Aceeasi idee a paragrafului anterior poate fi reformulata si sub forma observatiei importante ca validitatea intr-un model nu este conservata de catre toate regulile unui sistem modal normal S. Pentru a intelege de ce stau lucrurile asa trebuie sa fac em clara notiunea de sistem modal normal. Astfel, ceea ce intelegem printr-un sistem modal normal este exact o colectie de formule ale unui limbaj al logicii modale. Fiecare membru al unei astfel de col ectii (sistem) S este o teorema a lui S. Un sistem modal S este denumit normal, daca S poate fi specificat in felul urmator: (i) S conti ne ca teoreme toate formulele valide ale limbajului logicii (nemodale a) propozitiilor; (ii) S contine formula modala K (denumire care a fost aleasa in onoarea lui Kripke) D(A B) (DA DB), care este unica secventa-axioma a celui mai slab sistem modal propozitional normal K; (iii) S are urmatoarele trei reguli de transformare, care produc teoreme noi ale lui S din teze anterior existente in S: Substitutia Uniforma (SU): daca a este o teorema a lui S, tot asa este fiecare instanta-substitutie a lui a; Eliminarea Conditionalului, i. e. (sau modus ponens): daca i-s rsi i-s O; atunci 1-s r, si Necesitarea (N): daca 1-s O; atunci 1-s DO' Sisteme modale propozitionale normale bine-cunoscute, care sunt extinderi ale sistemului K, sunt sistemele T, S4, B, S5. Sistemul T este K + axioma (T) DA A, 25 S4 este T + (4) DA -- ODA (sau, altfel spus, KT4), B este T + (B) A -- DOA (sau altfel KTB) si S5 este T + (E) O A -- □ O A (sau altfel KTE). Sa revenim acum la remarca potrivit careia validitatea intr-un model nu este conservata de catre toate regulile unui sistem modal normal S. Pentru a justifica aceasta afinnatie este suficient sa se observe ca dintre regulile de transformare ale oricarui sistem modal normal S, numai --E si N au capacitatea de a conserva validitatea intr-un model. in timp ce SU nu are aceasta capacitate. Pentru a vedea aceasta sa notam ca daca ceea ce se intelege prin validitate este 'adevar in fiecare lume w a unui (unic) model   atunci, potrivit acestei definitii a validitatii, instanta-substitutie (T), viz. (T) DB l-TB a axi ome i-T (T) DA i-y A, poate fi nevalida, chiar daca T insasi este valida in  vi. Fie  vi. = (W, R, V) un model definit de catre conditiile {iV , w?}, R =(<wi, w?>} si ( vi. iV ) 1= A, ( vi. iV ) i# B, ( vi. iV?) 1= A, ( vi. iV?) 1= B. Nu este greu sa se vada ca T este adevarata in iV  si iV?, si ca este prin urmare valida in  vi. deoarece nici nu este cazul ca ( vi. 11' ) 1= DA si ( vi. iV ) i# A, si nici nu este cazul ca ( vi. 11'2) 1= DA si ( vi. 11'2)   A. Totusi, T este nevalida in  vi.deoarece ( vi. 11' ) 1= DB, intrucat wj vede doar pe iV? si ( vi. iV?) 1= B, dar cu toate acestea ( vi. iV ) B, 26 Este foarte firesc sa se considere atunci ca nu putem folosi in nici un fel aceasta notiune de formula valida intr-un model. Totus i, lucrurile nu stau asa. Pentru ca ace st concept se dovedeste a fi foarte util in investigatia metalogica a completitudinii si steme lor modale cu privire ia c las a cadrelor care caracterizeaza sistemele. Dar pentru a-i dov edi uti litatea, conceptu l de formula valida intr-un model treb ui e asocia t cu un tip foarte special de model, care este denumit model canonic. Ne vom intoarce ia aceasta ch esti une deindata. inainte de a examina mai departe aceasta chestiune preliminara, as vrea sa adaug inca un cuvant privitor la motivatia subiacenta prezentarii ‘uneltelor si a fUndalului’ in felul in care am facut-o aici. Ratiunea urmaririi acestei linii de argu mentare nu este num ai aceea ca astfe l se poate arata ca principalele concepte metalogice necesare pentru a face metateoria logicii modale 'cresc' din conceptele folosite in logica nemodala de ordinul intai, des i acest fel de a aborda l u c ru ril e ne va permi te accesul la intelesul acestor concepte modale si la aparatul semanticii modale intr-un fel mai propriu si mai lesnicios. Ratiunea in cauza este totodata aceea ca abordarea acestei chestiuni pe calea similaritatilor dintre limbajul modal si cel al logicii predicate lor este foarte util a s i promitatoare p entru intel egerea l imb ajul ui modal, in interpretarea data, ca fiind izomoific cu limbajul logicii de ordinul al doilea. Punctul central al acestei remarci, a carei forta va emerge cu putere mai tarziu in aceasta carte, este ca pentru fiecare propozitie in LLMP1 poate fi construita o propozit ie corespunzatoare in limbaju l l ogi cii de ordinul al doilea, in asa fel incat cea dintai este adevarata in interpretare a modala daca si numai daca cea din u rma este adevarata intr-o interpretare de ordinul al doilea care corespunde - intr-un sens care va fi facut precis mai tarziu - interpretarii modale, care face adevarata propozitia modala initiala. 27 Mai precis, putem formula in felul urmator o versiune. provizorie si mai restransa a principiului conversiunii sau al corespondentei avut in vedere aici, intre o interpretare i pentru ' limbaj ul logicii nemodale a predicatelor monadice si o interpretare iw pentru un limbaj modal propozitional: data fiind orice interpretare i= (D, V) pentru o secventa cuantificationala nemodala, interpretarea corespunzatoare .z:., = (Wr, Rj, Vr) pentru o secventa modala va consta intr-o multime W de lumi astfel incat D = W, i. e. pentru fiecare a, e D f exista un unic w, e W.t si vice-versa, si pentru fiecare litera-predicat monadica A in l imbaj u l logicii predicatelor monadice, exista o litera-propozitie corespunzatoare A T in limbajul logicii modale a propozitiilor, astfel incat pentru fiecare astfel de Am w, e V(A,,) ddaca a e ExtjA). Din acest principiu de corespondenta va fi derivata o alta corespondenta, si anume aceea dintre secvente propozitionale modale si secvente in limbajul logicii de ordinul al doilea (LLOD). Totusi, deoarece aceasta corespondenta va fi exploatata ca element pregatitor pentru explicarea incompletitudinii modale prin intermediul incompletitudinii logicii de ordinul al doilea, aman discutarea acestui aspect pana in capitolul al treilea al acestei lucrari. in partea care a mai ramas a acestui capitol, voi arata in ce anume consta strategia generala a demonstrarii caracterizarii, adica a completitudinii si corectitudinii unor sisteme modale normale bine-cunoscute si voi lua aceasta discutie ca pe un fundal pe care va fi foarte natural sa examinam prin contrast conceptul de sistem modal incomplet, sau necaracterizabil. Pe parcursul acestei analize vor fi discutati totodata unii termeni cheie, care sunt implicati in prezentarea demonstratiei de caracterizare. 28 Un sistem modal normal de logica a propozitiilor S se spune ca este caracterizat de catre o clasa de cadre K ddaca cl as a secventelor S-demonstrabile coincide cu clasa secventelor K-valide. ’ Corectitudinea in acest context inseamna: Un sistem modal normal S este corect cu privire la o clasa de cadre Kddaca fiecare secventa S-demonstrabila este K-valida. Cu alte cuvinte, ddaca: daca 171-5 O"atunci pentru fiecare cadru it 17 yO"; ceea ce mai departe inseamna ca daca 17 1-s O" atunci pentru fiecare cadru Ksi fiecare model Mbazat pe .2'; daca ir) 1= 17 atunci (M, iv) 1= 0", pentru fiecare w e Completitudinea lui S este conversa corectitudinii: Un sistem modal normal S este complet cu privire la o clasa de cadre K ddaca fiecare secventa K-valida este S-demonstrabila. Cu alte cuvinte, ddaca: daca 17 1= y 0", pentru fiecare cadru .C e it atunci 17 1-s O"; ceea ce mai departe inseamna ca daca pentru fiecare cadru .fe K si fiecare model Mbazat pe .C, daca din (M, w) 1= 17 decurge logic ca (M, w) 1= 0", pentru fiecare w e atunci 17 1-s 0". Este important sa se observe aici ca notiunile de corectitudine si completit udin e definite mai sus sunt notiuni relative, pentru ca S este corect si sau complet cu privire la o structura - si anume la o c las a de cad re. Asadar, acest sens al notiunilor nu trebuie sa fie confundat cu un sens mai de graba absolut - care este sensul care prezinta principalul interes in aceasta lucrare - al completitudinii (pur si simplu a) unui sistem. Si aceasta demnitate din urma este rezervata pentru acele sisteme si numai pentru acelea care se bucura atat de corectitudine cat si de completitudine cu privire la o anumita clasa de cadre. in acest sens, a fi complet, pentru un sistem S, inseamna ca 29 sistemul S sa fie caracterizat de catre o clasa de cadre Totusi, alegerea termenului 'completitudine' aici nu este prost motivata. Caci un sistem care este corect cu privire la o clasa de cadre (si pentru noi nu prezinta nici o impoilanta sistemele incorecte) va fi caracterizat de catre acea clasa, daca este totodata complet cu privire la acea clasa. iar din punct de vedere intuitiv, clasa de cadre care il caracterizeaza pe S capteaza intr-un mod adecvat toate secventele demonstrabile ale lui S si numai pe acestea, iacandu-l astfel pe S complet intr-un sens absolut. Asadar, un sistem modal normal S este complet ddaca exista o clasa Kde cadre in asa fel incat S este caracterizat de catre K Exista mai multe tehnici de demonstrare a rezultatelor de caracterizare pentru sisteme normale. O jumatate a demonstratiei consta in a arata corectitudinea sistemului S si aceasta se realizeaza in mod tipic printr-un argument inductiv pe lungimea formulelor bine formate ale limbajului lui S. Argumentul urmareste sa arate ca fiecare dintre secventele-axiome caracteristice ale lui S este valida intr-o anumita clasa de cadre si ca regulile de transformare ale lui S conserva validitatea in aceeasi clasa de cadre. Modalitatile prin care se deosebesc aceste tehnici de caracterizare, asadar, vizeaza demonstratia de completitudine a lui S cu privire la o clasa de cadre. Din colectia diferitelor metode de demonstrare a completitudinii, cum ar fi de pilda tablourile semantice de tip Kripke, diagramele semantice, sau formele normale conjunctive modale pentru sistemul S5, o metoda foarte puternica si flexibila, a carei arie de cuprindere este foarte larga, este metoda modelului canonic. Strategia generala a acestei metode este sa se construiasca pentru fiecare sistem modal normal S modelul sau canonic Cs. Acest model are proprietatea remarcabila de a valida toate secventele demonstrabile ale lui S si numai pe acestea, si deci are 30 proprietatea de a respinge la o anumita lume sau alta din W a secventele care nu sunt S-demonstrabile. Aceasta va fi suficient pentru a arata ca toate secventele valide in CS si numai acestea sunt secventele S-demonstrabile. Prin aceasta se arata ca S este atat complet cat si corect cu privire la modelul sau canonic si pentru a demonstra mai dep aile ca S este complet si corect cu pri vire la o clasa de cadre trebuie doar sa se arate ca cadrul .Ce al modelului canonic al lui S este un membru al lui .k; adica inainte de a continua firul principal al analizei noastre, sa remarcam intr-o paranteza ca din existenta unui model canonic corespunzator pentru fiecare sistem S decurge in mod banal ca S este complet cu privi re la modelul sau canonic. Dupa cum vom vedea imediat, pentru a stabili acest rezultat banal cu privire la completitudine, si anume completitudinea cu privi re la cel putin un model si prin urmare la o clasa de modele, nu este nici macar nevoie sa construim un model canonic pentru fiecare sistem, un model diferit pentru fiecare sistem distinct. Deoarece modelul canonic pentru cel mai slab sistem propozitional modal normal, adica modelul canonic al lui K, va indeplini aceasta sarcina. Modelul canonic al lui S poate sa indeplineasca sarcina pentru care este conce p ut, adica sa demonstreze completitudinea lui S, in doua feluri usor diferire: (i) sau prin a arata ca S este complet cu privire la o anumita clasa de modele, unul dintre modelele acestei clase fiind exact modelul canonic al lui S; sau altfel (ii) prin a arata ca S este complet cu privire la o clasa de cadre .t dat fiind ca se obtine situatia in care cadrul pe care se bazeaza modelul canonic al lui S este un membru al lui K indiferent care ar fi alegerea care se face in aceasta privinta, o demonstratie de tip Henkin, a carei structura generalizeaza demonstratia de completitudine a logicii 31 nemodale de ordi nu l intai, este implicata in mod es ential in ceea ce realizeaza mode lul canonic. Tot ceea ce s-a spus pana ai ci are intelesul ca arata in mod direct nu completitudinea lui S, ci un rezultat echivalent, si anume teorema-Henkin pentru S, potrivit careia oricare multime S-consistenta de propozitii L in limbajul lui S este realizabila, sau are un mode l care o verifica. Strategi a demonstrarii acestui rezultat cuprinde, in mare, trei parti: (i) aratam mai intai ca intre completitudinea lui S si teorema-Henkin se stab il es te o rel atie de echivalenta logica; (ii) aratam apo i ca pentru fiecare multime S-consistenta de propozitii L exista o multime Г astfel incat Г este maximal S-consistenta si L c F (aceasta este lema lui Lindenbaum); (iii) si in final aratam cum se construieste un model a carui proprietate caracteristica este ca toate propozitiile lui Fsi numai ele sunt verificate de catre acel model (aceasta echivaleaza cu con struirea modelului canonic al lui S). Princi pal a idee subiacenta acestei demonstratii este ca proced ura in trei pas i prezentata succint mai sus va prod uce rezultatul corect grati e urmatoarei ratiuni: Daca pornim de la o multime S-consistenta oarecare de propozitii, ierna lui Lindenbaum ne permite sa gasim o multime maximala S-consistenta de propozitii care in c lud e mul timea de l a care am porn it. Fiecare lume in mode lu l canonic al lui S este, prin definitia lui W din (:5, o multime maximala S-consistenta de propozitii, acesta fiind trucul care este crucial pentru a du ce la bun s farsit toata demonstrati a. Astfel, fiecare multime S-consistenta de propozitii este inclusa intr-o lume sau alta a modelului canonic al lui S. Acum, potri vit d e finiti ei pentru ca fiecare litera-propozitie JT din limbajul lui S sa fie adevarata la o lume iV e W trebuie ca JT sa apartina lui w si vice-versa. Printr-un argument inductiv pe lungimea fiecarei fuf din limbajul lui S 32 (Teorema Fundamentala pentru Modelul Canonic al oricarui Sistem Normal), se poate arata despre oricare fuf ca este adevarata la o lume w e ddaca acea fuf apartine lui w. Aceasta inseamna ca fiecare fuf (J este adevarata la w e W^ddaca (J e w. Asadar, pentru fiecare multime S-consistenta de propozitii, procesul schitat mai sus se va incheia cu un model verificator pentru acea multime, adica o lume w e W care fiind o multime maximala S-consistenta va include multimea S-consistenta originala. in fine, deoarece teorema-Henkin pentru S este interderivabila cu teorema completitudinii (relative a) lui S, demonstratia celei dintai constituie totodata o demonstratie a celei din urma. Sa urmarim acum cateva detalii ale acestei demonstratii: ideea centrala a lemei lui Lindenbaum este ca pentru oricare sistem logic S, daca este o multime S-consistenta de propozitii, atunci exista o multime T astfel incat (a) Teste maximal S-consistenta si (b) Le; r. Mai intai, sa observam ca aceasta lema, si asa cum vom vedea imediat si demonstratia ei, nu se bizuiesc pe nici un principiu modal, rezultatul pe care-l consemneaza ea fiind identic cu acela care se obtine si in logica nemodala de ordinul intai. Cele doua concepte care apar ai ci, acela al S-consistentei si al maximalitatii, au nevoie de o scurta discutie colaterala. Pentru ca, asa cum releva sursele bibliografice, exista o usoara fluctuatie in definitiile si in folosirea lor. Poate ca modul cel mai firesc de a exprima conceptul S-consistentei este acela care foloseste simbolul negatiei. Astfel, putem accede cu usurinta la un evantai de cazuri in care este instantiata proprietatea de a fi S-consistent, de exemplu o propozitie intr-un sistem se poate spune ca este S-consistenta, o multime (finita sau infinita) se poate spune ca este S-consistenta si bine inteles sistemul S insusi poate sa se bucure de proprietatea de a fi S-consistent. Potrivit interpretarii active aici, in 33 fiecare dintre aceste cazuri ideea negatiei apare in mod esential. Pentru ca o fuf creste S-consistenta ddaca ifs  cr apoi o multime i - finita sau infinita, caci nu are importanta aici - de fbf-uri este S-consistenta ddaca nu exista nici o multime finita i ={crr, .., Oi,} astfel incat i c isi 1-s -( crj & .. & Oi,) unde fiecare Oi e i, J < i < n; si in fine un sistem S este S-consistent ddaca multimea tuturor teoremelor sale este S-consistenta in sensul definit in acest paragraf. Oricum, exista un alt fel de a prezenta detaliile S-consistentei unei multimi de propozitii intr-un sistem S, si prin urmare ale S-consistentei sistemului insusi. Aceasta abordare este echivalenta cu prima abordare doar in acele sisteme in care functia negatiei joaca rolul unei functii inverse pentru oricare functie-de-adevar, in asa fel incat pentru fiecare variabila propozitionala q, q si '-q'' este o pereche de formule explicit contradictorii. Totusi, aceasta abordare nu depinde in mod necesar de definitia semantica pe care o primeste negatia in logica bivalenta clasica. Astfel, potrivit acestei abordari a S-consistentei, o multime de propozitii ieste S-consistenta ddaca i'ri-s A unde ' A’ este o functie constanta de O-locuri careia ii este atribuita valoarea-de-adevar fals de catre fiecare interpretare a secventelor din LLP. (Asadar, intuitiv ‘A’ sta pentru ideea de absurditate.) Desigur, deoarece in cazul sistemelor modale normale functia negatiei indeplineste sarcina unei functii inverse, cele doua abordari ale S-consistentei, unde S este un sistem modal normal, revin la unul si acelasi lucru. 34 Pe parcursul acestei lucrari, voi adopta aceasta definitie din urma pentru S-consistenta in termenii lui 'A'. Definitia care stabileste intelesul maximalitatii va face ca acest concept sa fie relativ la sistem si sa depinda totodata de conceptul S-consistentei. ideea fundamentala a acestei definitii este ca o multime .E este S-maximaia, daca adaugarea la aceasta multime a oricarei propozitii, care nu este deja un membru al multimii, ar transforma multimea .E intr-o multime inconsistenta: atunci cand S este un sistem logic, o multime de propozitii i este numita S-maxima a ddaca: daca (j {l .E atunci .E u {oj este S-inconsistenta. si prin a fi S-inconsistent, potrivit cu ceea ce s-a spus cu un paragraf mai inainte, noi intelegem ca exista o multime finita .E c .E u {oj, astfel incat .E 1-s A. Acum, potrivit acestei notiuni de maximalitate, completitudinea-in-raport-cu-negatia (negation-completeness) a unei multimi .E nu este acelasi concept precum conceptul maximalitatii lui .E, dar oricum decurge din maximalitatea si consistenta lui Einsusi. Pentru ca fiecare multime maximal consistenta .E este completa-in-raport-cu-negatia. Pentru a intelege aceasta, este suficient sa aratam ca i, daca este maximala si consistenta, se gaseste in extensiunea multimilor care sunt complete-in-raport-cu-negatia. Pentru scopurile acestei demonstratii, fie S un sistem care, precum sistemul NNK conceput de G. Gentzen, are o regula a introducerii conditionalului. Trebuie sa demonstram mai intai ca fiecare multime maximala S-consistenta de propozitii E este inchisa fata de consecinta deductiva demonstrativa. Cu alte cuvinte, ceea ce vrem sa 35 aratam aici in primul rand este ca daca i este o muitime maximala si S-consistenta de propozitii si ii-s 0", atunci O" e i. Sa presupunem, urmarind obtinerea absurditatii, ca i este o multime maximala si S-consistenta de propozitii si ca i Hs O; dar, cu toale acestea, O"   i. Atunci, daca O"   i, din maximalitatea lui i decurge ca i u {O"} esle S-inconsistenta. Dar atunci i 1-s -O" ,2 luata impreuna cu asumptia ca i 1-s 0", contrazice S-consistenta lui i. Contradictia pe care am obtinut-o aici conduce la respingerea asumptiei ca O"   i, in ipoteza ca i este o multime maximala si S-consistenta de propozitii si ca i 1-s 0". Aceasta este suficient pentru a stabili ca fiecare multime maximala si S-consistenta de propozitii i este inchisa fata de consecinta d ed u ctiv a demonstrativa. Acum, pentru a arata ca fiecare multime maximala S-consistenta de propozitii i este completa-in-raport-cu-negatia, incepem prin a observa ca daca O"   i atunci i u {O"} i-s A (ceea ce decurge din nou din maximalitatea 1:). Asadar, prin regula introducerii conditionalului, i Hs O" A. Apoi, din aceasta secventa si din teorema i-s - A, asumand ca S are modus to Zens ca pe o regula primitiva sau derivata, putem deriva i Hs -O", de unde, ca urmare a faptului ca fiecare multime maximala S-consistenta de propozitii i este inchisa fata de consecinta deductiva demonstrativa, decurge ca -O" e i. Aceasta incheie demonstratia ca fiecare multime maximala S-consistenta de propozitii ieste completa-in-raport-cu-negatia. O remarca colaterala este util de Tacut aici pentru a elimina o alta posibilitate nedorita de a confunda conceptele printr-o folosire neglijenta a terminologiei. Astfel, 2 Pentru a nu duce la cresterea aglomerarii de simboluri, adopt conventia ad-hoc uzuala ca fiecare simbol este propriul sau nume; in particular, simbolurile limbajului-obiect sunt propriile lor num e, care apartin metalimbajului corespunzator. 36 trebuie sa distingem cu grija intre completitudinea logica a unui sistem cu privire la o clasa de cadre, sau intr-un sens absolut aratat mai inainte, si completitudinea unei teorii. De fapt, printr-o teorie T intr-un limbaj Yse intelege de obicei o muitime de .0"enunturi inchise fata de o relatie de consecinta deductiva corecta si completa (in sensul definit mai inainte), precum simbolul nostru 1-s de aici; altfel spus, daca ir; T si i i-s 0", a tu n c i O" e T. T se spune ca este completa ddaca pentru fiecare ^propozitie O; sau O" e T sau -O" e T. Asadar, prin completitudinea unei teorii se intelege din nou completitudinea-fata-de-negatie. iata acum detaliile tehnice ale demonstratiei tip-Henkin: Prin contrapozitie, din Completitudine Daca i atunci ii-s O" obtinem daca i ff s O" atunci ii; :yO" si din aceasta, prin pasi logici evidenti, derivam daca iu {-O") ffs .A atunci iu {-O"} Deoarece ‘E si ‘ ci pot fi oricare propozitii din limbajul lui S, din conditionalul de mai sus, ceea ce se obtine este Teorema-Henkin Pentru fiecare multime de propozitii Li din LL^MP, daca Li i-s .A atunci Li 1; :.-0, care se va citi 'Pentru fiecare multime de propozitii Li din LiA-ff1, daca Li este S-consistenta, atunci Li are un model verificator, i. e. exista o interpretare care este o interpretare a fiecarei propozitii din Li astfel incat fiecare propozitie din Li este adevarata in acea interpretare' . 37 Lema lui Lindenbaum stabileste ca pentru fiecare astfel de Li S-consistenta, exista o muitime Г astfel incat (i) Li c 1, si (ii) 1 este maximala si S-consistenta. Aratam aceasta construind un lant crescator (care nu este cu necesitate strict crescator) de multimi a caror reuniune este multimea maximala S-consistenta dorita de propozitii 1. in primul rand, generam printr-o procedura algoritmica o multime enumerabila i a tuturor propozitiilor din LLMP si stipulam ca 0" e ieste o propozitie oarecare din 1:. Apoi, definim recursiv o secventa 0n, iJ, 12,      de multimi astfel: (i) este Li, si (ii) pentru fiecare n e N facem ca 0, + j sa fie 0h daca 0, U { O"" + 1} nu este S-consistenta (sau altfel, 0 + i este 0, u {-O"n + i}, daca 0, U {Oi, + d nu este S-consistenta), si facem ca 0, + j sa fie r" U {Oi, +  }, daca 0, U {Oi, + ;} este S-consistenta. Mai departe, prin definitia multimii Г din lema lui Lindenbaum, pentru fiecare n e N, daca 0, este S-consistenta atunci urmatoarea multime din lant, viz, 0i + i, este S-consistenta, Sa ne reamintim acum ca in constructia secventei de multimi ГО, 12, 12,     prima multime din secventa, si anume ГО, este multimea consistenta de propozitii Li care apare in antece dentul teoremei-Henkin. Astfel, potrivit rezultatului consemnat in aline atul anterior, fiecare multime din secventa con stru ita va fi S-consistenta. Ultimul e l eme nt in lem a lui Lindenbaum este constructia multimii de propozitii cerute, maximal S-consistente. Stipulam ca multimea Г este multimea reuniune a tuturor multimilor r" di n secventa. Astfel, Г= U 0i, pentru fiecare n e N. 38 Pentru urmatoarele temeiuri, aceasta multime Г este multimea maximala S-consistenta dorita: 1. li este S-consistenta, pentru ca daca nu ar fi, atunci ar trebui sa existe o multime finita Г astfel incat li s li si Г 1-s Л. Dar atunci, deoarece Г este finita si este o submultime a lui litrebuie sa existe o multime 0, astfel incat Г c J n, si asadar r;, 1-s A, ceea ce va face ca multimea 1", sa fie S-inconsistenta, contrar definitiei lui {li} i E n- Deci nici o submultime finita a lui linu este S-inconsistenta si asadar, nici li insasi nu este inconsistenta. 2. Г este maximala. Pentru a vedea aceasta sa consideram fiecare fuf O", din lista enumerabila a fuf-urilor LLAMP. Prin construirea secventei multimilor li, li. li.       , a caror multime reuniune este li la fiecare pas succesiv al constructiei, de exemplu la cel de-al i + l-lea pas care produce multimea li + j, li + j este sau li, daca prin adaugarea lui O) + j la li aceasta multime devine S-inconsistenta si prin urmare li + j este maximala, sau altfel este li U {O) + j}. in cazul din urma, multimea Г fiind multimea reuniune a tuturor li,, dupa ce ultimul stagiu al construirii lui li este completat, prin introducerea unei noi propozitii in li fie li devine S-inconsistenta, ceea ce dovedeste maximalitatea ei, sau altfel va fi identica cu multimea reuniune generata la penultimul stagiu al procesului construirii sale, daca prin adaugarea unei noi propozitii acelei multimi, rezultatul este o multime S-inconsistenta, ceea ce arata din nou caracterul maximal al lui li. Deci, in fiecare caz lieste maximala. 3. L1 s li deoarece, prin stipularea constructiei lantului crescator de multimi, L1 = Го, si Го s li Aceasta incheie demonstratia lemei lui Lindenbaum. 39 Ultima parte a demonstratiei completitudinii lui S consta in a arata cum sa se construiasca modelul canonic al l ui S, in care toate secventele semantice valide si numai ele sunt teoremele lui S. Pentru scopul prezentarii acestei parti din urma a demonstratiei completitudinii lui S, sistemul S va consta dintr-un subsistem nemodal corect si complet pentru logica propozitiilor impreuna cu principiile modale ale sistemului K. Din moment ce modelul canonic este in mod banal un model, va contine aceleasi parti componente precum oricare model. Astfel, CS = (WC, RC V). Dupa cum am spus mai inainte, deoarece multimea W poate fi constitu ita din oricare gen de obiecte, alegerea care ne va fi de folos aici pentru teorema completitudinii lui S este aceea prin care stipulam ca fiecare w; e WC este o multime maximala S-consistenta de fuf-uri ale limbajului lui S. in consecinta, pentru a conserva principiul modal general dupa care o propozitie necesara este adevarata la o lume w, ddaca propozitia care este domeniul operatorului necesitatii este adevarata la toate lumile Wj care sunt accesibile din Wj, trebuie sa definim pe RC in asa fel incat R Cw,-W; ddaca toate propozitiile care apartin lui w, si au operatorul necesitatii drept principalul lor conector vor aparea si ele in w, cu cel mai din stanga operator modal eliminat. in fine, VC va face pe fiecare litera-propozitie re adevarata la fiecare lume data w, e WC exact in cazul in care re e Wj. Mai formal, pentru fiecare sistem modal normal S exista un model canonic al lui S, si anume CS = (WC, R C, VC) care este complet determinat de catre urmatoarele stipulari: (i) pentru fiecare w,, w, e WC numai daca w,-este o multime maximala S-consistenta de fuf-uri; (ii) pentru fiecare w, si Wj e WC, RCw,wj ddaca OT(w,j c Wj, 40 unde prin ' □ (w,)’ simbolizam toate propozitiile ale caror necesitari sunt in w,-; (Wc wj) = JTddaca JT e w, unde JTeste oricare litera-propozitie din LL^MP. ideea fundamentala a acestei definitii este sa permita construirea unui argument inductiv pe lungimea oricaror fuf-uri din LLNMP, care sa aiba ca efect nu numai ca literele-propozitie sunt adevarate la exact acele lumi carora literele le apartin, dar si ca oricare fuf-uri sunt adevarate la exact acele lumi care le contin. Voi omite aici cateva dintre cazurile care nu sunt prea interesante ale acestui argument inductiv foarte simplu. Voi examina, totusi, cazul formarii-negatiei, al formarii-conjunctiei si al formarii-necesitarii, care arata, daca sunt duse cu succes pana la capat, ca fiecare dintre celelalte reguli sintactice de formare vor conserva proprietatea unei formule de a fi adevarata la exact acele lumi care contin ca membra acea formula, daca subformulele sale principale au aceasta proprietate, deoarece {-, &, □} este o multime de conectori care este completa din punct de vedere expresiv cu privire la toti conectorii veri-functionali si modali. Cazul de baza pentru argumentul inductiv este asigurat de catre definitia lui Ve de mai sus, si anume (W ? w) 1= JT ddaca JT e w,, unde JT este oricare litera-propozitie din LLMP. Pasul inductiv: Cazul formarii--: (W^, }V;) i= -O' ddaca -iJ e Wj, pentru fiecare fuf iJ. Teorema trebuie sa tina pentru iJ prin ipoteza inductiei, adica (W^, w,) 1= iJ ddaca O' e Wj. Pentru directia de la stanga la dreapta, sa asumam acum (W^, H'j) = -iJ-Atunci (W^, w,-) iF O' (w; este consistent) si din moment ce teorema tine pentru iJ 41 decurge ca O'   Wj. Acum, w este maximala si S-consistenta, ceea ce o face sa fie si completa in raport cu negatia. Deci, -O' e w,. Pentru conversa, sa asumam -O' e w,. Atunci a  !V,- (completitudine in raport cu negatia si S-consistenta), si (Wc", w,) it: O' (ipoteza inductiei). Asadar, (Wc", iu,) it: -0'. Cazul formarii-&.: (Wc", w,) 1= O' & r ddaca O' & r e w,-, pentru fiecare fuf-uri (J, r. Directia de la stanga la dreapta: daca (Wc" , w,) 1= 0'& r, atunci, potrivit definitiei inductive a adevarului la o lume intr-un model, (Wc" , iv,) 1= O' si (Wc" , w,) 1= r. Gratie ipotezei inductiei, teorema tine atat pentru O' cat si pentru r. Deci O' e w, si re w de unde decurge ca O' & r e w,. Caci in caz contrar, daca O' & r  V; atunci -( O' & r) e w. Dar atunci (Wc" , w,) 1= -( O' & r), potrivit cazului-- cu care ne-am ocupat inainte si drept urmare sau (Wc", w,) 1= - O' sau (Wc" , w,-) 1= -r. Daca tine cea dintai relatie, atunci -O' e w;, si prin urmare O' w;, ceea ce contrazice formula opusa care a fost deja stabilita, si daca tine cea de-a doua relatie, atunci -r e w,-, si prin urmare, contrar fata de ceea ce s-a aratat, r   w,-. Conversa tine pe temeiul urmator: daca O' & r e atunci atat O' e w, cat si r e }V, pentru ca altfel w, ar fi S-inconsistenta. Deci prin ipoteza inductiei (W(., w,) 1= O'si (Wc", tu,) 1= r si prin definitia adevarului la o lume intr-un model (Wc", w,) 1= O' & r. Cazulformarii-O: (Wc", w,-) 1= □ O'ddaca DO'e w,-, pentru oricare fuf 0'. Pentru dire ctia de la stanga la dreapta sa asumam, urmarind o demonstratie prin contrapozitie, ca □ O' w, si sa aratam ca (Wc"-, w,) it: □ 0', de unde decurge ca daca 42 (Wc", Wj) 1= Da-atunci □ o- e w,-. Din asumptie de curge ca -Do- e w, (completitudinea fata de negatie a lui w,). O lema care este invocata aici, dar a carei demonstratie este presupus a pentru scopuri le noastre aici, stabileste ca p entru oricare sistem normal S si pentru oricare multime de fuf-uri S-consistente .r, care contine o fuf -П0- multimea □_(L) u {-o-} este S-consistenta. Acum, dimoment ce -□ o- e w,, potrivit acestei leme, O_(w() U {-o-} este o multime S-consistenta de fuf-uri. Lema lui Lindenbaum ne asigura ca exista o multime maximala S-consistenta de fuf-uri care contine acea multime reuniune. Folosind modelul canonic al lui S, stipulam acum ca w, este ace a multime maximala S-consistenta si prin urmare □"(w,) u {-o-} c 11-:;. Dar aceasta din urma este definitia lui Rvv,w,- din modelul canonic al lui S. Asadar, w poate vedea o lume care contine -o-, ceea ce inseamna (in acord cu cazul formarii-- al Teoremei Fun damentale pentru Modelul Canonic al lui S, pe care am demonstrat-o mai sus) ca w, poate 'vedea o lume in care -o- este adevarata si prin urmare o-este falsa. Asadar, Do-nu poate fi adevarata, la urma urmei, la w,. Prin urmare, (Wc" , iv,-)   Do-. Pentru directia de la dreapta la stanga acum, sa presupunem ca □ o- e w,-. Prin definitia lui R din Modelul Canonic, pentru fiecare w:; pe care Wj poate sa o vada, o- e Wj, si int rucat teorema tine pentru a- (ipoteza inductiei), a- este adevarata la fiecare lume pe care w poate sa o vada. Deci (Wc", w) 1= Da-. Un Corolar util al teoremei-Henkin, a carui demonstratie o lasam ca exercitiu pentru cititor, arata ca pentru fiecare sistem modal normal S, fiecare fuf a- este valida in modelul canonic al lui S ddaca f-s a: 43 Sa rezumam acum elementele de fundal prezentate pana aici in ved ere a demonstratiilor de completitudine pentru sisteme modale normale. Lucrul principal este ca un gen special de model, si anume modelul canonic al unui sistem mod al • normal S, este folosit intr-un mod indirect pentru a demonstra completitudinea lui S cu privire la o clasa de cadre K Modelul canonic al lui S poate sa arate ca fiecare multime S -consi stenta de fuf-uri are un model verificator (teorema-Henkin). Aceasta revine la a spune ca daca cadrul pe care se bazeaza modelul cano ni c al l ui S es te un membru al clasei K de cadre, atunci oricare formula  (-valida este derivabila drept una dintre teoremele lui S (completitudinea lui S cu privire la cl as a k). Pentru a demonstra teorema-Henkin pentru S, modelul canonic al lui S este folosit in felul urmator: (i) se arata ca multimea S-consistenta de fuf-uri care apare in antecedentul teoremei lui Henkin este o s ubmu itime a un ei multimi max i m al e S-consistente de fuf-uri (lema lui Lindenbaum); (ii) modelul canonic al lui S este definit ca fiind o multime de lumi, fiecare lume fiind o multime maximala S-consistenta de fuf-uri; (iii) potrivit lui (i) si (ii), multimea S-consistenta de fuf-uri de la care pornim este o membra a unei lumi in mod el u l canonic al lui S; (iv) printr-un argument inductiv, se arata ca adevarul oricarei formule la o lume in modelul canonic al lui S consta exact in apartenenta acelei formule la acea lume (Teorema Fundamentala pentru Modelul Canonic); (v) potrivit lui (iii) si (iv), mu iti mea S-consistenta de fuf-uri cu care am pornit are drept model verificator acea lume din modelul canonic al lui S in care multi me a initiala S-consis tenta de fuf-uri este membra; (vi) in fine, S este c omplet cu privire la o clasa de cadre K in masura in care cadrul modelului canonic al lui S, adica este un cadru pentru S, si este in K 44 Procedura schitata mai sus va putea fi aplicata oricarui sistem modal canonic normai pentru a-i demonstra completitudinea fata de o anumita clasa de cadre, To^i, daca tinem sa date detaliile exacte ale tehnicii construirii unui model canonic in felul facut mai inainte, singurul sistem care urme^ta a fi caracterizat, i. e. care va fi gasit a fi atat corect cat si complet, de catre clasa tuturor cadrelor, va fi cel mai slab sistem modal, sistemul K, a carui axioma modala distinctiva este (K) O(A B) i-K DA 4- OB. Trebuie sa fim atenti aici, totusi, in ceea ce priveste semnifi^nia generala a rezultatelor pe care le obtinem prin aceasta metoda. Caci, intrucat fiecare sistem modal nonnal este o extindere a lui K, demonstratia ca sistemul K este complet cu privire la clasa tuturor cadrelor este rpso Jacto o demonstratie ca oricare alt sistem canonic normal este complet cu privire la clasa tuturor cadrelor. Temeiul pentru aceasta este pur si simplu ca pentru fiecare sistem modal canonic normal S, K k S, si ^adar- toate secventele care nu sunt S-derivabile nu sunt nici K-derivabile (desi^ir, daca regulile lui S nu pot produce o secventa, atunci nici o submuldree proprie a acelor reguli, printre care includem si regulile lui K, nu vor putea produce acea secventa). Dar, in acord cu contrapusa completitudinii lui K cu privire la clasa tuturor cadrelor, daca o secventa nu este K-derivabila, atunci nu este valida in cl^a t^uror cadrelor. Asadar, cu alte cuvinte, va exista un cadru in acea clasa, astfel incat, intr-un model b^aza pe acel ca^b si la o iwne in acel model toate premisele secventei sunt adev^are, iar concluzia sa este falsa Prin urmare, se poate arata ca secventa care nu este S-demonstrabila nici nu este valida intr-o clasa de cadre. Deci, teorema completitudinii lui S cu privire la o clasa de cadre este asigurata. Formal, ar^imentul de mai sus este incapsulat astfel: 45 Dat fiind ca K cS. daca 1...pn ii-s q atunci p), .., plt ii-к q; si apoi, in acord cu demonstratia de completitudine a sistemului K, exista un cadru yfsi anume cadrul modelului canoruc al lui K, 4, si un model Ubazat pe 4 astfel incat la o lume Wj e in ac el model, (M^, Wj) 1= pb .., pn si (Mck, w,) ii- q. Asadar, oricare s ecven ta demonstrativa care nu poate fi dem on st rata in S este res pin sa la o lume sau alta a lui 4. Prin urmare, S este complet cu privire la clasa tuturor cadrelor. Oricat d e lamuritor ar p ute a fi a c e st rezultat, el nu repr ezi nta pr i nci p al a noastra preocupare aici. Ceea ce urmarim sa punem in evidenta sunt rezultate de caracterizare, care arata adecvarea unui sistem normal la o a nu mit a clasa de cadre si nu doar rezult at e d e c om p l etitu di n e (r e l at iva la o clasa sau alta de cadre). Este un fap t, intr-adevar, ca oricare s i ste m canonic normal S este complet cu pri vi re la clasa tuturor cadrelor, din moment ce, asa cum am vazut, oricare secventa care nu este S-demonstrabila este respinsa la o lume in mo de lu l canonic al l u i K, d ar nu este cazul ca oricare sistem S este caracterizat de catre acea clasa atotcuprinzatoare de cadre. Numai K este caracterizat de catre clasa tuturor cadrelor, deoarece nici o extindere proprie a lui K nu este corecta (sound) cu privire la clasa tuturor cadrelor si a fortiori nici o astfel de extindere a l ui K nu este ca rac te rizata de c atre acea clasa. Pentru a lua d o ar un exemplu s im pl u, sistemul T nu p oate fi caracterizat de catre clasa tuturor cadrelor pentru ca nu e ste corect cu privire la ac ea clasa. Lucrurile stau asa deoarece axioma sa caracteristica, si anume (T) DA hA nu este valida in clasa t utu ro r c adre l or. intr- ad evar, T este res pi ns a de catre un model Л =(№, R, V) in care W = {w , vv2}, R = {<ntu vv2>}, (Л  vv;) ii- A, si (Л  w2) ii- A. 46 Rezultatele de caracterizare pentru extinderile proprii ale lui K vor fi obti nute prin aceeasi strategie prezentata mai sus, dar pe calea adaptarii definitiei generale a modelului canonic pentru a obtine clase mai restranse de cadre cu privire la care sistemele sunt complete, daca sunt totodata corecte. indeplinirea acestei sarcini va cere impu nerea unor con strangeri stru ctural e asupra relati ei de acc esib il itate di n modelul canonic al lui S. Astfel, urmatoarele rezultate pot fi demonstrate folosind metoda modelului c ano ni c: facand p e R refl exiv in modelul canonic pentru T si lasan d cadrul acestui model sa fie un membru al clasei cadrelor reflexive, T va fi c aracterizat de catre aceasta clasa de cadre. De asemenea, B va fi caracterizat de catre clasa cadrelor reflexive si simetrice, S4 d e catre clasa cadrelor reflexive si tranzitive si S5 de catre clasa cadrelor reflexive, tranzitive si simetrice. in mod tip ic, pentru a demonstra aceste rezultate este suficient sa se arate ca cadrul modelului canonic al lui T (respectiv B, S4 si S5) este un cadru pentru T (B, S4, S5), i. e. fiecare dintre aceste sisteme este corect cu privi re la cadrul modelului sau canonic, cu conditia ca acel cadru sa fie reflexiv, respectiv reflexiv si simetric, respectiv reflexiv si t'anzitiv si respectiv reflexiv, s i m etric si tranzitiv. Chiar daca pentru fiecare sistem modal normal S exista modelul sau canonic corespunzator, cu privire la care multimea teoremelor lui S este exact multimea formul el or valide in modelul canonic al lui S (a se vedea Corolarul Teoremei-Henkin de mai sus), din acest fapt decurge doar ca fiecare sistem normal S este complet cu privire la o clasa de modele, care ar putea fi, la urma urm ei, clasa singulara al carei unic membru este modelul canonic al lui S. si daca S este totodata un sistem canonic, i. e. cadrul modelului canonic al lui S este un cadru pentru S, atunci oricare sistem canonic va fi caracterizat de catre o clasa de modele. Dar din toate acestea, in masura in care conceptul care prezinta un interes mai mare pentru noi este conceptul 47 ^ai important — si intr-un anume sens mai potrivit — de validitate intr-o clasa de cadre, nu decurge ca metoda prezentata in acest capitol va asigura totodata si rezultadrl ca fiecare sistem canonic normal este caracterizat! de catre o clasa de cadre. De fapt, exista sisteme care nu sunt complete cu privire la nici o clasa de cadre cu privire la care ele sunt corecte. Asadar, exista sisteme necaracterizabile, adica sisteme care sunt incomplete intr-un sens absolut. Prezentarii si discutarii unuia dintre aceste sisteme le consacru capitolul urmator. Capitolul 2. Un sistem modal normal incomplet Remarci asupra validitatii modale, cadrelor si modelelor incompletitudinea unui sistem modal normal depinde, in mod crucial, de notiunea de formula modala valida care este adoptata. De aceea, intr-un anumit sens care va fi lamurit mai departe, aspectul esential al subiectului pe care-l examinez aici este acela ca ‘incompletitudine’, respectiv ‘completitudine’, sunt notiuni relative, iar daca un sistem este sau nu incomplet, respectiv complet, depinde de criteriul formal de validitate care este folosit pentru evaluarea formulelor modale. Astfel, coincidenta sau diferenta dintre clasa teoremelor sistemului modal si o anumita clasa de formule valide va depinde, in mod fundamental, de ce anume inseamna ca acele formule sunt valide. Prezentarea generala, din capitolul anterior, a tehnicii modelului canonic pentru demonstratiile de completitudine modala, ne da aroma si gustul acestei intreprinderi logice. in mod tipic, ceea ce se face in aceasta constructie este urmatorul lucru: o clasa de cadre sau de modele este definita in mod independent si un sistem logic modal este generat axiomatic, prin deductie naturala, sau printr-o alta procedura din teoria demonstratiei; iar apoi se pune intrebarea daca acea clasa de cadre caracterizeaza sau nu sistemul. Cu alte cuvinte, problema este daca clasa teoremelor din acel sistem corespunde sau nu in mod exact clasei formulelor valide in acea clasa de cadre. 49 Caracterul neproblematic al aplicarii tehnicii modelului canonic oricarui sistem conduce in mod firesc la intrebarea le giti ma daca nu cumva toate sistemele normale sunt. complete, transformand astfel distinctia dintre sisteme complete. si sisteme incomplete intr-o notiune vida. intrucat, daca ceea ce intelegem printr-o formula valida este adevarul formulei in toate lumile unui model (sau ale tuturor modelelor intr-o clasa de modele), atunci oricare sistem modal normal va fi un sistem compl et. Astfel, dupa cum stim din capitolul precedent, pentru oricare sistem dat S, exista intotdeauna o anumita clasa Mde modele, astfel incat pentru o fuf data 0', 1-s O' ddaca 1= m o: Temeiul acestei idei este acela ca, potrivit tehnicii modelului canonic, va exista intotdeauna o clasa de mod ele - care s-ar putea foarte bine sa fie c l asa unitate care consta din modelul canonic pentru acel sistem - si care caracterizeaza in mod adecvat sistemul. in acest caz, se pierde di stincti a dintre sisteme modale complete si sisteme modale incomplete. O chestiune care prezinta interes in contextul discutiei noastre este daca adoptarea acestei definitii a validitatii nu va obstructiona o anumita distinctie substantiala. Aici este locul in care o buna strategie este aceea de a ne pune intrebarea ce anume se intampla daca schimbam notiunea de formula modala valida. Caci, daca urmarim sa dam un sens acestei d istin cti i semantice, atunci o buna optiune ar fi aceea de a explora diferite fatete ale definirii validitatii modale, cu scopul de a observa, apoi, daca putem atasa o d isti nctie reala diferentei dintre sisteme modale complete s i sisteme modale incomplete. Oricum, pentru a nu proce d a intr-o man iera circulara aici, nu vom putea introduce un alt criteriu pentru validitate modala numai pentru a putea arata ca n u fiecare formula modala valida (potrivit acestui nou criteriu) este o teorema a unui sistem, care, in felul acesta, se arata a fi incomplet, si, pe cale de consecinta, pentru a putea declara 'completitudine vs. incompletitudine’ o distinctie autentica. 50 Un nou candidat pentru conceptul de formula modala propozitionala valida ar putea fi obtinut, de pilda, prin definirea validitatii unei formule drept validitate in clasa fiecarui model pentru un sistem S, adica in fiecare model care valide.aza-toate teoremele lui S. Ca sa detaliem putin aceasta sugestie, potrivit acestui nou criteriu de validitate, un sistem S va fi complet ddaca fiecare fuf care este valida in fiecare model in care fiecare teorema a lui S este valida, este o teorema a lui S, iar altfel va fi incomplet. Dar nici aceasta nu ne va ajuta sa trasam o linie neta de demarcatie intre sisteme complete si sisteme incomplete. Este adevarat ca aceasta definitie a validitatii este conceputa in termenii unei clase de modele care nu este delimitata in mod independent fata de sistem, ci in te rmeni i unei clase de modele in care toate teoremele lui S sunt valide. iar a priori, pare sa fie rezonabil sa credem ca s-ar putea sa mai existe si alte formule, care sunt valide in clasa modelelor pentru S, in plus fata de teoremele lui S. in consecinta, este legitim sa ne pun e m intrebarea daca sistemul este sau nu suficient de puternic pentru a demonstra toate formulele care sunt valide in acest sens. Mai mult, in felul acesta, distinctia noastra pare sa fie pusa la adapost: acele sisteme care au suficiente reguli pentru a demonstra toate acele formule valide sunt complete, in timp ce acelea care nu sunt suficient de puternice nu sunt. Totusi, se dovedeste ca nici aceasta noua propunere pentru conceptul de validitate nu va trasa o distinctie substantiala intre sisteme complete si sisteme incomplete. Caci, in mod evident, modelul canonic al lui S este un model pentru S, iar o consecinta a teoremei modelului canonic pentru oricare sistem normal S este ca toate formulele valide in modelul canonic al lui S sunt exact teoremele lui S. Asadar, nu exista nici o formula valida in clasa modelelor pentru S care sa nu fie printre teoremele lui S. Asadar, clasa formulelor valide in multimea modelelor pentru S este exact aceeasi precum clasa teoremelor lui S, ceea ce inseamna ca S, potrivit acestui 51 nou criteriu al validitatii, trebuie sa fie complet. inca o data, distinctia dintre sisteme complete si sisteme incomplete pare sa fie iluzorie. Totusi, concepera validitatii modale drept validitate in clasa cadrelor va atasa o semnificatie reala distinctiei pe care o exam inez aici. Caci atunci, se va dovedi ca nu fiecare sistem modal este caracterizabil de catre o c lasa de cadre, in sensul precis ca exista sisteme care nu sunt complete relativ la clasa tuturor cadrelor, relativ la care acele si steme sunt core cte. iar daca aceasta noua defin itie a validitatii are unele temeiuri bun e, care sunt totodata in depend ente fata de d i sti n ctia discutata aici, atunci di stinctia insasi va emerge ca o consecinta importanta si substantiala a ace stei nOi perspective asupra conceptului de validitate modala. Eu cred, intr-adevar, ca defin iti a validitatii in termeni de cadre, mai degraba decat in termeni de modele, este mai potrivita si mai fireasca. Caci, asa cum am aratat succint in capitolul precedent, aceasta definitie este mai apta sa capteze notiunea noastra mai intuitiva si mai laxa de valditate logica, si anume notiunea de formula valida ca formula adevarata, indiferent ce multimi de -lumi din domeniul unei interpretari sunt atribu ite componentelor sale atomare. in teoria modala, o m ulti me de lumi din domeniu este numita judecata sau continut propozitional (proposition). intuitiv, fiecarei componente atomare din limbaj i se atribuie, prin intermediul interpretarii modale, acele l umi care fac adevarata componenta atomara respectiva. iar j u decata pe care o exprima propoziti a este mul ti mea tuturor acelor lumi care fac propozitia adevarata. E ste evi d ent, atunci, ca daca eliminam din oricare model partea care coiista din atribuirea de lumi din domeniul interpretarii componentelor atomare, ceea ce se obti ne este structura numita ‘cadru’. Astfel, defi n iti a validitatii in term en i i cadrelor este mai apropiata de notiunea noastra mai generala si mai intuitiva de 52 validitate pe care o avem in minte, si aceasta nu numai cu privire la validitatea formulelor modale. Totodata, daca ramanem la notiunea de validitate intr-un model, trebuie sa fim pregatiti sa renuntam la o alta notiune importanta, si anume notiunea de conservare a validitatii cu ajutorul regulilor de transformare obisnuite ale unui sistem modal. Am aratat in capitolul precedent ca validitatea in modele nu are aceasta proprietate importanta, deoarece, desi --E si Nec conserva validitatea intr-un model, regula substitutiei, sau introducerea secventei, nu conserva validitatea. Asadar, pentru a avea toate aceste lucruri formulate intr-o forma mai potrivita pentru ideea puterii logice a unui sistem, sa spunem ca daca ramanem cu notiunea de validitate in modele, atunci faptul ca toti membrii unei multimi i de formule modale sunt valizi intr-un model (W, R, V) nu garanteaza ca toate teoremele sistemului K + ivor fi valide in acel model. Pentru ca putem defini cu usurinta un model nou, in care unele instante-substitutie ale formulelor din i nu mai sunt valide, dar aceleasi instante-substitutie vor fi totusi teoreme ale lui K + 1: Ceea ce ne trebuie aici pentru a face ca toate regulile unui sistem normal (inclusiv substitutia) sa conserve validitatea intr-un model este conditia mai puternica, potrivit careia formulele valide in modelul (w, R, V) sa fie generalizabile, adica nu numai sa fie valide intr-un model, dar toate instantele lor substitutie sa fie valide in acelasi model. Pe de alta parte, definitia validitatii formulelor modale in termenii cadrelor nu are acest neajuns evident, de unde si preferinta noastra rationala pentru aceasta definitie din urma. , Un avertisment este binevenit aici. Nu voi intra in detalii acum, dar pana la sfarsitul capitolului se va vedea clar ca pentru a da o demonstratie de incompletitudine pentru un sistem mod al, va fi nevoie sa folosim un gen special de cadru, care a fost botezat cadru general (Van Benthem). Acest tip de cadru se deosebeste de cadrele 53 folosite pana aici, care, pentru a evita confuzii terminologice, sunt denumite cadre Kripke. Deosebirea consta in aceea ca aceste cadre generale incorporeaza ca element nou o multime de submultimi, fiecare dintre acestea avand drept membri elemente luate din W. Principala mea motivatie pentru a introduce aici aceasta notiune este aceea de a arata ca daca ceea ce inte legem prin validitate este validitate intr-un astfel de cadru general, atunci dam din nou peste rezultatul pe care l-am intalnit in cazul va liditat i i in modele, si anume fiecare sistem normal va fi din nou complet. Acum, daca se rid i ca intrebarea c um se potriveste aceasta notiune de validitate cu celelalte doua notiuni, atunci se pare ca trebuie sa retinem (cel putin) urmatoarele doua lucruri importante: (i) concept ul de cadru general se dovedeste a fi cruci al intr-o demonstratie a independentei semantice a formulelor, aceasta demonstratie din urma fiind o parte decisiva a unei demonstratii de incompletitudine, in timp ce un cadru Kripke nu este de nici un ajutor pentru scopurile acestei parti a demonstratiei; (ii) un cadru general pentru un sistem este mai apropiat de un model, daca ceea ce ne intereseaza este distinctia dintre sisteme modale complete si sisteme modale incomplete, deoarece daca noti unea de validitate cu care lucram este notiu nea de formula valida in fiecare model bazat pe un cadru general pentru S, atunci S va emerge ca un sistem complet; totusi, un cadru general pentru un sistem apare a fi mai apropiat de un cadru Kripke, daca interesul nostru se deplaseaza catre notiunea de reguli ale lui S care conserva validitatea, deoarece in aceasta situatie, un cadru general se comporta precum un cadru Kripke ob i snuit, prin aceea ca regula substitutiei va conserva validitatea oricarei teoreme a l u i S, indiferent daca aceasta este sau nu generalizabila. Ca sa demaram lucrurile, sa ne reamintim pe scuit ca potrivit explicatiei noastre din capitolul precedent, un sistem modal normal S este necaracterizabil, sau 54 incomplet intr-un sens absolut, ddaca nu exista nici o clasa de cadre ^astfel incat S sa fie corect relativ la Ksi S sa fie totodata complet relativ la K. Astfel, pentru a arata ca S este incomplet, ceea ce ne trebuie este o demonstratie care sa arate ca exista cel putin o secventa in limbajul lui S, care este valida in clasa c adrelor pentru S, adica in fiecare cadru in care toate teoremele lui S sunt valide, dar care secventa nu este derivabila ca o teorema a sistemului S (ca o S-teorema). Pentru a formula ideea in maniera ceva mai formala, p entru ca S sa fie incomplet trebui e sa existe o secventa i 0', unde i poate fi vida, in asa fel incat i w- 0', unde K este clasa cadrelor pentru S, d ar i fi- s 0'. Daca ne gandim acum cu atentie la aparatul tehnic al demonstratiei incompletitu d inii modale, atunci merita sa remarcam unii parametri gen erali ai ei. Asa cum am vazut in alineatul anterior, pentru ca un sistem S sa fie in complet fata de o clasa de cadre (inte rpr etari semantice), fata de care, totusi, S este corect, trebuie ca o anumita formula (sa o numim 'formula designata’) s a existe, sa fie valida (precum toate teoremele lui S) in acea clasa de cadre, dar sa nu fie o teorema a lui S. iar daca o astfel de formula exista, atunci avem temeiuri bune sa asertam incomp l etitu din ea lui S, intrucat exista cel putin o formula valida, adica valida potrivit aceluiasi criteriu formal care confera validitate tuturor teoremelor lui S, dar care nu este, tot usi, o teorema a lui S. Asadar, pentru a arata ca S este incomplet, nu putem folosi 'validitatea unei formule in clas a tuturor cadrelor pentru S’ in calitate de p rop ri etate semantica pentru formula designata, proprietate care este instantiata de catre toate teoremele, dar nu si de catre formula care releva in comp letitudinea lui S. D eoarece, asa cum am vazut, daca adoptam aceasta notiune de val iditate, ni ci un sistem m od al nu este incomplet. Aceasta sugereaza ca, incontestabil, partea cea mai dificila a executarii unei 55 demonstratii de incompletitudine nu este aceea de a arata ca formula designata este valida in aceeasi clasa de cadre in care toate teoremele lui S sunt valide, ci de a arata ca formula designata nu poate fi produsa in calitate de teorema, folosind regulile lui S. Pentru a putea realiza aceasta parte din urma a demonstratiei, trebuie sa concepem o proprietate potrivita, pe care sa o aiba toatq teoremele lui S, dar care sa lipseasca formulei designate. Daca ne preocupa ‘natura’ acestei proprietati, atunci ar fi de dorit ca proprietatea pe care o cautam pentru a indeplini functia specificata sa fie o proprietate semantica si una care sa fie, totodata, decidabila. Deoarece, abia daca ar fi lamuritor cum anume, sa zicem, o proprietate sintactica, pe care ar avea-o toate teoremele lui S, dar care i-ar lipsi formulei designate, ar putea contribui la stabilirea unui rezultat semantic legat de S, si anume incompletitudinea sa relativ la o clasa de interpretari semantice corespunzatoare (cadre), fata de care sistemul este corect. Prin urmare, strategia pe care trebuie sa o definim pentru a indeplini cele doua sarcini schitate mai inainte, si anume sa aratam validitatea formulei designate in aceeasi clasa de cadre care valideaza toate teoremele lui S si sa aratam ca formula designata nu este derivabila in S, va implica in mod fundamental doua sisteme diferite. Cele doua sisteme, sa zicem S si S, trebuie sa fie, intr-un anumit fel, legate intre ele semantic. Unul dintre ele, fie acesta S, se va arata ca este incomplet. iar temeiul este exact urmatorul: chiar daca formula designata (care apartine celuilalt sistem, S) este valida in fiecare cadru pentru sistemul (incomplet) S, ea nu este o teorema a acestui din urma sistem. iar, la randul sau, faptul acesta din urma se obtine, pentru ca toate teoremele lui S au o proprietate (semantica), pe care formula designata nu o are. Dar aici ne lovim imediat de o problema. De obicei, pentru a arata ca o formula nu este o teorema a unui sistem, trebuie sa gasim un cadru in care toate 56 axiomele si teoremele acelui sistem sunt valide, in timp ce acea formula nu este. Totusi, in cazul celor doua sisteme S si S pe care le-am considerat aici, exact aceasta metoda este aceea de care nu ne putem folosi. Deoarece, din moment ce fietare cadru pentru S este totodata un cadru pentru S nu poate sa existe nici un cadru in care axiomele lui S sa fie valide, iar formula designata, care este una dintre axiomele lui S, sa fie nevalida. Desigur, am putea incerca sa gasim un model in care axiomele lui S sunt valide, iar formula designata nu este, iar asa ceva se poate obtine cu usurinta. Totusi, o astfel de strategie nu va functiona drept strategie de demonstrare a incompletitudinii lui S. intrucat, asa cum am semnalat in capitolul precedent, validitatea intr-un model (care este un concept perfect legitim in el insusi) nu ne este de ajutor pentru proiectul nostru de aici, pentru ca ea nu este conservata de catre regula Substitutiei Uniforme. Cu alte cuvinte, faptul ca formula designata este nevalida in acel model in care toate axiomele lui S sunt valide nu garanteaza incompletitudinea lui S, deoarece formula designata poate fi, cu toate acestea, o teorema a lui S. Sistemul incomplet VB Pentru a vedea cum lucreaza mecanismul acesta, vom privi indeaproape un sistem modal incomplet foarte simplu, denumit VB, pe care-1 datoram lui J. F. A. K. Van Benthem. 1 VB este o extindere proprie a sistemului K. K este cel mai slab sistem modal normal si are drept unica secventa-axioma modala secventa (K) 1- D(A -+ B) -+ (DA -+ DB) 1 Vezi Van Benthem, J. F. A. K. Two Simple incomplete Modal Logics’, Theoria, Volumul XLiV, 1978, Partea 1, pg. 25-37. Cf., de asemenea, Van Benthem, J. F. A. K. Modal Logic and Classical Logic, Bibliopolis, 1983; Forbes, Graeme An introduction to Modal Logic, Tulane University, 1994; Hughes, G. E. si M. J. Cresswell A Companion to Modal Logic, Methuen, London -New York, 1984; Hughes, G. E. si Cresswell M. J. A New introduction to Modal Logic, Routledge, London -New York, 1996. 57 care este adaugata la o baza axiomatica corecta si completa pentru logica propozitionala non-modala. Regulile de inferenta ale lui K sunt aceleasi ca si ale oricarui alt sistem normal, si anume SU, --+E, si N. VB este K + secventa-axioma (VB) 1- ODA v □(□(□B B) B). Pentru a arata acum ca VB este incomplet in sensul absolut clarificat mai sus, adica necaracterizabil prin nici o clasa de cadre, trebuie sa luam in considerare un alt sistem denumit MV, care are, asa cum vom vedea indata, o anumita relatie semantica cu VB. Astfel, MV este din nou K + (de data aceasta) (MV) 1- OOA v DA. incompletitudinea lui VB va decurge din demonstratia urmatoarelor doua fapte: (i) Fiecare cadru pentru VB este un cadru pentru MV; (ii) MV nu este o teorema a lui VB. Cum anume concura (i) si (ii) la stabilirea incompletitudinii lui VB se poate intelege tura mare greutate. Deoarece fiecare cadru pentru VB este un cadru pentru MV, nici un model care este un contraexemplu la oricare dintre tezele lui MV, si a fortiori un contraexemplu pentru MV, nu va fi bazat pe un cadru pentru VB. Pentru a formula chestiunea intr-un mod mai direct, daca se obtine (i), fiecare teza a lui ^MV, si a fortiori axioma modala caracteristica a lui ^MV, va fi valida in fiecare cadru pentru VB. Plin urmare, 1= kODA v DA, unde .1reste clasa cadrelor pentru VB. Dar acum, potrivit lui (ii), va exista o formula VB-valida, si anume MV, care nu este o teorema a lui VB. Cu alte cuvinte, punand la un loc (i) si (ii), fiecare cadru pentru VB valideaza o anumita non-teorema a lui VE, anume MV. Asadar, din 58 moment ce exista o formula valida in clasa tuturor cadrelor relativ la care VB este corect, iar aceasta formula nu este o teorema a lui VB, decurge ca VB nu este complet relativ la clasa tuturor acelor cadre, care sunt cadre pentru VB. Prin urmare, VB nu este caracterizabil de catre nici o clasa de cadre. Pentru a da acum o demonstratie lui (1) de mai sus, avem nevoie, in calitate de element pregatitor, de un rezultat pe care il vom presupune ca fiind deja stabilit. Rezultatul priveste caracterizarea lui MV si arata ca acest sistem este caracterizat de catre clasa cadrelor in care toate lumile sunt ‘mioape’. Aceasta metafora inseamna ca fiecare lume w in fiecare cadru, in clasa cadrelor care caracterizeaza pe MV, este sau un 'drum infundat’, adica nu vede nici o lume (w este un drum infundat ddaca (Vu) -Rwu), sau poate vedea numai drumuri infundate, adica ( :u)(Rwu ( :v) -Ruv). si acum, pentru a stabili (i), sa presupunem, urmarind o demonstratie prin contrapozitie, ca Teste un cadru care nu este pentru MV. Vom putea arata, atunci, ca inu este un cadru nici pentru VB. Din moment ce MV = K + MV, si fiecare cadru este un cadru pentru K, decurge ca acest cadru pe care l-am ales, va respinge pe MV. Asadar, rODA v DA. Dupa cum se stie, aceasta inseamna ca exista un model Mbazat pe Tsi o lume w e Wh astfel incat (M, w) ODA v DA. Acum, asa cum am spus, MV este caracterizat de catre clasa cadrelor in care relatia de accesibilitate este mioapa. Deoarece Trespinge pe MV, decurge ca in VW.rexista o lume care (a) nu este un drum infundat si (b) care nu vede un drum infundat. in particular, potrivit lui (a) exista o lume u pe care lumea w, care respinge pe MV, poate sa o vada. Putem arata acum ca intr-un astfel de cadru VB este si ea respinsa, ceea ce incheie demonstratia lui (i) de mai sus. Astfel, v D(D(DB B) B). 59 Pentru scopul acesta, fie M un nou model bazat pe acelasi cadr u Г pentru limbajul L= {A, B}, si fie VM- 0 functie definita pentru 'A' si 'B' in felul urmator: V(A) = 0 (adica, 'A' este falsa la fiecare l u me in M), si V(B) = W - (и} (adica, 'B' este adevarata la fiecare lume in M cu exceptia lumii u, unde и este lumea arbitrar aleasa mai sus, in as a fel incat w poate sa o vada). Aratam acum ca lumea w in care respinge pe MV respinge si pe VB, deoarece exista un model M bazat pe acelasi cadru rin asa fel incat (A-'f',, w) t# ODA v □(□(□B B) B). Desigur, pentru a arata aceasta, trebuie sa aratam ca (M, w) i# ODA si ca (M, w) t# □(□(□B B) B). (M, w) f# ODA decurge din (a) si (b), adica din faptul ca w nu este un drum infundat si ca nu vede un drum infundat, si din defini ti a lui V in acest model, care o face pe 'A' falsa peste tot in M . Caci fie u o lume pe care poate sa o vada w. Din moment ce it nu este un drum infundat ((b) de mai sus), ea poate sa vada o lume v la care 'A' este falsa. Deci, (M, u) f# DA, si din moment ce и a fost aleasa in mod arbitrar si Rwu, decurge ca (M, w) f# ODA. Pentru a arata ca (M, w) i# □(□(□B B) B);este suficient sa aratam ca (M, w) к -□(□(□B B) B), care prin pasi echivalenti succesivi evidenti devine (1) (M', w) O (D(DB B) B), (2) (M, u) -(O(OB B) B), pentru cel putin un u astfel incat Rwu, si (3) (M', u) O(oB B) & -B. 60 intr-adevar, se poate usor observa ca (3) este adevarata in aceasta interpretare, deoarece modelul verifica ambii sai conjuncti. (M, u) 1= -B, intrucat Vm-(B) = Wm - {и}, si astfel и l : V(B) (ceea ce inseamna ca В este falsa la и in acest model). De   asemenea, (M , u) F C(DB B). Pentru ca, din moment ce u nu este un drum infundat, exista cel putin o lume pe care u poate sa o vada. Fie acum v oricare lume de felul acesta, adica (::Jv)Ruv. Acum, daca v = u, atunci exista cel putin o lume pe care poate sa o vada u, si anume pe ea insasi, care o face pe ‘B’ falsa si in consecinta, (;14, v) DB B (conditionalul are un antecedent fals); si daca v * u, deoarece v e V(B), (;14, v) DB B, din nou (v face adevarat consecventul 'B'). Deci, fiecare lume pe care u poate sa o vada face pe 'oB B' adevarata, ceea ce ne da rezultatul cerut ca (;14', il) D(DB B). Sa rezumam aceasta prima parte a demonstratiei incompletitudinii lui VB: am aratat ca daca exista un cadru r,in asa fel incat tOOA v DA, adica Го respinge pe MV, atunci acelasi cadru va produce rezultatul ca lt:y-OoA v □(□(□B B) B), cu alte cuvinte ro va respinge si pe VB. Citind aceasta prin contrapozitie, deoarece fiecare cadru este un cadru pentru K, iar VB = K + VB si MV = K + MV, acest rezultat inseamna ca fiecare cadru pentru VB este un cadru pentru MV. Ne ocupam acum de a doua paite a demonstratiei si aratam ca MV nu este o teorema a lui VB. Asadar, incompletitudinea lui VB va decurge de aici, pentru ca in acord cu prima parte a demonstratiei fiecare cadru rpentru VB este in asa fel incat tODA v DA, dar potrivit celei de-a doua parti a demonstratiei, pe care o executam acum, ifvB OOA v DA. 61 Modul cel mai direct de a arata ca ifvB ODA v DA ar fi, desigur, folosirea clasei de cadre  (pentru VB. Deoarece, bazandu-ne pe corectitudinea lui VB relativ la aceasta clasa de cadre, pentru a arata ca ifvB ODA v DA, este suficient sa gasim un model Mbazat pe un cadru din acea clasa, in asa fel incat la o lume w in ac el model (M, w) & ODA v DA. Ca o observatie colaterala, as vrea sa fac aici remarca succinta ca aceasta metoda semantica este analoaga strategiei generale a demonstrarii independentei Postulatului al V -lea al lui Euclid fata de celelalte grupuri de axiome ale geometriei euclidiene, si totodata, aceasta metoda ne reaminteste de demonstratia data de P. Bemays faptului ca cea de-a patra axioma a lui Russell & Whitehead, din sistemul lor axiomatic pentru calculul propozitional din Principia Mathematica, nu este independenta de celelalte patru axiome. De fapt, daca am prezenta detaliile metodei folosite in aceste demonstratii, atunci am descoperi ca structura generala a acelor demonstratii este aceea a gasirii unei interpretari atat pentru enunturile dintr-o anumita multime de enunturi cat si pentru enuntul despre care urmeaza sa se arate ca1 este independent, dupa care se arata ca in acea interpretare, fiecare enunt din multimea respectiva in stantiaza o anumita proprietate, in timp ce enuntul independent nu o instantiaza. Totusi, este evident ca potrivit demonstratiei de mai sus, care ne spune ca fiecare cadru pentru VB este un cadru pentru NW, exact aceasta metoda nu ne sta la dispozitie: deoarece MV este valida in fiecare cadru relativ la care VB este corect; prin urmare, in fiecare cadru in care fiecare teza a lui VB este valida, MV este si ea valida. Oricum, aceasta dificultate poate fi ocolita, daca putem concepe o anumita proprietate, care este de asa natura incat toate teoremele lui VB o instantiaza, in timp 62 ce MV nu o instantiaza. ideea ingenioasa, pe care a conceput-o Van Benthem, a fost de a se lua drept acea proprietate, proprietatea validitatii fiecarei teoreme a lui VB intr-o clasa de modele, o proprietate pe care MV nu o are. O intrebare fireasca, pe care ne-o putem pune, este cum anume ne va fi de folos aceasta proprietate aici? Caci stim ca validitatea intr-un model nu este conservata de catre substitutia uniforma, si prin urmare, a arata ca MV nu este valida in clasa modelelor in care toate teoremele lui VB sunt valide, nu este o garantie ca MV nu este o teorema a lui VB. Exista doua feluri in care putem considera aparatul care este necesar aici pentru a construi aceasta proprietate si pentru a o face relevanta in schema generala a demonstratiei. Unul din felurile de a privi la aceste lucruri consta in a stabili un cadru si apoi in a restrictiona clasa modelelor, de care este nevoie pentru a da demonstratia, la o submultime proprie a clasei tuturor modelelor bazate pe acel cadru. Motivatia pentru a limita codomeniul lui V in fiecare model in clasa .2J este aceea ca VB si oricare dintre instantele sale substitutie sa fie valide in .2J, in timp ce MV si oricare dintre instantele sale substitutie sa fie nevalide in aceeasi clasa de modele. Pentru a face acest punct mai specific, fiecare model care va fi considerat mai departe este bazat pe un anumit cadru r,care este un exemplu de cadru recesiv, iar clasa modelelor de care este nevoie in demonstratie, este generata prin restrictionarea functiei de valorizare V in fiecare model M e in asa fel incat pentru fiecare litera-propozitie 1f; din limbaj (pentru care este definit fiecare model din .2J), V ia valori doar intr-o submultime proprie a multimii putere a lui W. Cu alte cuvinte, codomeniul lui V este o submultime a lui fiecare membru al ei fiind sau o submultime finita a lui W - {и} sau complementara fiecarei submultimi de acest fel din W, unde и este o lume in W. Proprietatea pe care o are fiecare teorema a lui VB, dar care lipseste lui MV si fiecarei instante-substitutie a ei, este proprietatea de a fi valida in clasa de 63 modele .D. De fapt, metod a aceasta va functiona, daca putem arata ca in .Dvaliditatea formulelor este conservata de catre substitutia uniforma. Un alt fel de a ne apropia de aceasta problema, care va fi lamuritor pentru dezvoltari ulterioare ale acestei chestiuni, este acela de a schimba notiunea de cadru care este implicata in aceasta constructie. intr-adevar, in modelele pe care le-am folosit inainte, care, asa cum spuneam, pentru a face o distinctie clara sunt numite modele-Kripke, functiei de valorizare V i s-a permis, ca sa zicem asa, sa ia valori in toata multimea putere a multimii de lumi W. Schimbarea notiunii de cadru, si in consec inta a aceleia de model, care este operata in contextul acestei constructii, va consta exact din adaugarea la elementele obisnuite care alcatuiesc un cadru-Kripke a multimii j udecatilor admisibile din W. Astfel, potrivit acestei conceptii, un cadru care, pentru a pastra distinctia clara, va fi denumit un cadru-general (Van Benthem), este un triplet ordonat :T= (W, R, G), unde W si R sunt definite ca mai inainte, iar G este o multime de multimi, fiecare element al ei fiind o multime de lumi din W. in consecinta, un model general fJ va fi un model al carui cadru este un cadru-general. Astfel, fJ = (T, V) = (W, R, G, V). intr-un model-general fJ, spre deosebire de un model-Kripke, V ia valori intr-o submultime proprie a multimii tuturor submul ti mi l or lui W. (Desigur, un cadru, sau un model-Kripke, este un caz special al unui c adru, sau respectiv al unui model-gen eral, si anume cazul in care G = 0, si V(u) e ufiind o fuf oarecare.) Acum, motivatia fundamentala a folosirii unui cadru-general in demonstratia incompletitudinii lui VB este aceea de a ne pune noua insine la dis pozitie o metoda prin care sa aratam non-derivabilitatea in VB a unei formu le care este, totusi, valida in aceeasi clasa de cadre-Kripke in care toate teoremele lui VB sunt valide. Aceasta se va realiza aratand independenta semantica a acelei formule fata de fiecare axioma si 64 ^eprema a lui VB. Dar independenta semantica ceruta nu poate fi aratata folosind o t'iisa de cadre-Kripke, de o a re c e MV este val i da in fiecare cadru-Kripke in care sunt palide teoremele lui VB. Asadar, pentru a realiza acest scop, avem nevoie de o clasa de modele, fiecare dintre ele fiind bazat pe un cadru-general. Mai mu11, deoarece scopul nostru aici este de a arata ca fiecare propozitie este adevarata in acea clasa de г modele, daca fiecare litera-propozitie este adevarata in aceeasi clasa, vom avea nevoie de un argument prin inductie pe lungimea formulelor. Asadar, multimea G, care este decisiva in aceasta constructie, trebuie sa fie aleasa in asa fel incat daca multimea fuundana (multimea mundana = mu ltimea lumilor din domeniul unei interpretari la care o propozitie este adevarata) a fiecarei litere-propozitie este o membra a lui G, multimea mundana a oricarei formule construite din acele litere-propozitie va fi o membra a mu iti mii G. Pentru a obtine aceasta, G trebuie sa fie inchisa fata de complementare, tocmai pentru a ne asigura ca functioneaza inductia pe f--, fata de reuniune, pentru a ne asigura ca functioneaza argumentul inductiv pentru f-v, si ca satisface, de asemenea, conditia ca ori de cate ori multimea A este o membra a lui G, tot asa este si multimea tuturor lumilor care pot vedea numai pe membrele lui A, pentru ca inductia pef-o sa mearga. in felu l acesta suntem condusi la urmatoarele constrangeri abstracte pentru o structura, care vor face ca structura sa joace rolul dorit in demonstrarea faptului ca toate teoremele lui VB sunt valide in clasa .f) de modele, in timp ce MV si substitutiile sale instanta n u sunt: (W, R, G) este un cadru-general ddaca (1) W este o multime nevida; (2) R este o relatie diadica pe W; 65 (3) G este o multime de submultimi ale lui W, adica G c 5qW), care satisface urmatoarele constrangeri: (a) Daca A e G, atunci comp1V(A) e G; (b) Daca A e G, si B e G, atunci A u B e G; (c) Daca A e G, atunci {w e W: ( 7'w' e W)(Rww’-7 w’ e A)} e G. Un model bazat pe un cadru-general (l-V; R, G), adica un model-general, va fi oricare model (w, R, G, V), in care V restrictioneaza multimea mundana a fiecarei litere-propozitie л, la multimea G; astfel, {w e W; (M, w) л,} e G. Sa urmarim acum detali i l e constructiei: Cadrul-general 'T- (W, R, G), pe care este bazat fiecare model din .D, este definit in felul urmator: (i) W = {u, v, Wo, wi, W2,..}, adica o multime denumerabila care consta dintr-o colectie infinita de lumi {w, }, e n (N multimea numerelor naturale), si inca doua lumi u si v; (ii) Rwfw, ddaca i <j, pentru fiecare i, j din N; Ruw;, i e N; si Rvu. (iii) G = (X c W: X este finita si u " X sau comp(X) este finita si u e X}. Mai intuitiv, multimea G, care poate fi denumita multimea jz decanior admisibile din W, poate fi generata prin urmatoarea procedura:   (1) luati fiecare submultime finita X a lui W sau submultime infinita Y a lui W care are o complementara finita in W; (2) daca X este finita si u (1: X, atunci introduceti pe X in G; (3) daca Y este infinita si are o complementara finita in W si и e Y, atunci introduceti pe Y in G; (4) nimic altceva nu va fi un element al lui G. 66 Asadar, G este o mu iti me de multimi, fiecare element al ei fiind sau o multime finita, daca lumea u nu este o membra a ei, sau o multime infinita, daca aceasta este complementara unei multimi finite si ea (multimea infinita) o are pe u drep.t una dintre membrele ei. (Este important sa se observe ca G este inchisa fata de complementare.) in fine, multimea de modele .D este definita de catre conditia ca fiecare M e .Deste in asa fel incat M= (Hi, R, G,  1), cu V(n;) e G pentru fiecare litera-propozitie din limbaj, pentru care este definit modelul. Astfel, prin restrictia impusa aici asupra lui V, fiecare litera-propozitie poate fi adevarata in multimea G a judecatilor admisibile. Cu alte cuvinte, pentru fiecare litera-propozitie n; multimea ei mundana este o mul time in G. Pentru ca proprietatea de a fi val i da in mu iti mea .D d e modele sa joace rolul care-i este destinat in schema generala a demonstratiei, trebuie sa aratam ca toate teoremele lu i VB au aceasta proprietate. Demonstratia acestui fapt cere stabilirea unui rezultat preliminar, si anume acela ca proprietatea unei propozitii de a avea multimea ei mundana in G, daca toate literele sale propozitie constituente isi au multimile lor mundane in G, este conservata de catre toate regulile de form are sintactice (proceduri de construire recursiva a formulelor mai complexe din propozitii mai putin complexe). Rezultatul preliminar de care avem nevoie este urmatorul: Lema 2.1: Fie Mun model (7; V), unde .Feste cadrul-general recesiv definit mai sus si V este functia de valorizare restrictionata, as a cum s-a indicat inainte. Daca O'este o propozitie ale carei litere-propozitie constituente sunt 7fi,.., 7r", si V(7f) e G, 1 < i < 11, atunci {w e Hi, (A{, w) 1= O'} e G. Demonstratie: Prin inductie pe lungimea formulelor modale. Este suficient sa se arate ca (j--), (j-v) si (j-П) conserva proprietatea indicata in teorema de mai sus, deoarece cei trei conectori formeaza o mu itime expresiv completa de conectori. 67 Sa observam mai intai ca baza demonstratiei prin inductie este data de ipoteza Lemei, adica, literele-propozitie iau valori in G. Acum, pentru sa presupunem ipoteza inductiei, si anume {w e W: (M, w) 1= ct} e G. Ceea ce trebuie sa aratam este ca {w e W: (M, w) 1= -ct} e G. Multimea aceasta din urma este complementara celei dintai. Asadar, rezultatul cautat decurge imediat din definitia lui G, care face ca aceasta multime sa fie inchisa fata de complementare. Pentru (j-v), potrivit ipotezei inductiei asumam {w e W: (M, w) 1= cP} e G si {w e W: (M, w) 1= if'} e G, si trebuie sa aratam ca {w e W: (M, w) 1= cPv if'} e G. Este suficient sa aratam ca G este inchisa fata de reuniune, deoarece multimea care face adevarata pe r r J v este multimea reuniune a multimilor care fac adevarate pe Ф si respectiv pe 'F. Cu alte cuvinte, ceea ce trebuie sa artatam aici este ca daca multimea mundana a lui r J. fie aceasta A, este o membra a lui G si multimea mundana a lui 'P, fie aceasta B, este o membra a lui G, atunci multimea mundana a lui r r J v reuniunea lui A cu B, este o membra a lui G. Sa stipulam acum ca A este in G si ca B este in G. Distingem trei cazuri: Cazul 1: A si B sunt ambele finite. Deoarece fiecare multime este o membra a lui G, potrivit definitiei lui G. ug A, si и g B. Asadar, A u B este o multime finita si ti g Au B. Deci, prin definitia lui G. A u B e G. Cazul 2: A si B sunt ambele infinite. Deoarece singurele multimi infinite din G sunt acelea ale caror complementare sunt finite si complementarele nu o contin pe u, decurge din definitia lui G ca multimile complementare ale lui A si B, adica A si res pec tiv B, sunt ambele finite si u g A si uf. B. Asadar, ii ii B este finita si 68 u g An B. Dar atunci, A.n B e G, si din moment ce A u B = comp( fi n B), iar G este inchisa fata de complementare, decurge ca A u B e G.' Cazul 3: Sa presupunem, fara pierdere de generalitate, ca A este finita si B este infinita. Aratam ca daca A este in G si B este in G, atunci A u B e G. A u B este infinita, din moment ce B este infinita. Acum, deoarece B este infinita si B e G, decurge din definitia lui G ca B este finita si и e B. in consecinta, u g B, si deci и g fi n B. Asadar, fi n B este finita si u g fi n B. Decurge ca fi. n B e G, si din moment ce A u B = comp( An B) si G este inchisa fata de complementare, obtinem, asa cum se cere, A u B e G. Astfel, ca o consecinta a Cazurilor 1,2 si 3, exista o demonstratie a rezultatului ca daca {w e W: (M, w) F lP} e G si {w e W: (M, w) F 'fi} e G, atunci {w e W: (Art. w) F lPv 'fi} e G. (f-O): Asumam ipoteza inductiei, si anume {w e W: (M, w) F Ф} e G, si aratam ca {w e W: (M, w) F OlP} e G. Pentru aceasta, este suficient sa consideram doua cazuri care sunt un fel de tert exclus in cadrul recesiv r. Cazul 1: exista cel putin un i astfel incat w g {w e W: (M, w) F lP}. Atunci pentru fiecare j > i, daca Rji atunci w,- g {w e W: (M, w) F olp}. Cadrul .Teste aranjat in asa fel incat pentru fiecare i, Rui, si astfel u poate sa vada acele lumi w, care nu sunt in multimea mundana a lui lp. in consecinta, u t {w e W: (M, w) F Olp}. Mai mult, din multimea de lumi {w,}, e n cel mult un numarfinit de lumi {wc}c< ,  sunt de asa fel incat pentru fiecare w e {wc}, {w e W: (M, w) F □ lp}, si ut {wc}c< Prin urmare, multimea mundana a lui 'olp' este finita si nu contine lumea u. Deci, potrivit definitiei lui G, {w e W: (M, w) F ПФ} e G. 69 Cazul 2: pentru fiecare i, w, e {w e W: (M, w) F <P). Atunci, pentru fiecare i, Wi e {w g W: (M, w) F O<P}, si deoarece Ruw,, и g {w e W: (M, w) F O<P}. Daca relatia v e {w e W: (M, w) F are sau nu are loc, va depinde de faptul daca relatia и e {w e W: (M, w) F <P} se obtine sau nu. Acum, daca и e {w e W: (M, w) F <P}, atunci v g {w'G W: (M, w) F O<P}, si deci Wre {w e W: (M, w) F ПФ). in acest caz, comp({w e W: (M, w) F d<P}) = 0, si din moment ce 0 e G, si G este inchisa fata de complementare decurge ca {w e W: (M, w) 1= e G. Daca, pe de alta parte, и {w e W: (M, w) F <P}, atunci v {w e W: (M, w) F O<P}. Acum, comp({w e W: (M, w) F O<P}) = {v}, si deoarece и {v}, si {v} este finita, atunci potrivit definitiei lui G, {v} g G, si acelasi lucru este valabil pentru complementara sa, adica {w g W: (M,' w) F n<P} e G. Astfel, in oricare dintre cazuri, multimea mundana a lui este o membra a lui G, adica {w e W: (M, w) F □ <P} e G. Q. E D. Sa observam acum ca rolul pe care-l joaca acest rezultat in strategia generala a demonstratiei incompletitudinii lui VB este mai clar scos la lumina de catre urmatorul Corolar 2.2: in fiecare model din .v, multimea mundana a fiecarei propozitii este un element al lui G. intrucat, potrivit acestui Corolar, ne asiguram de urmatorul rezultat, si anume ca daca fiecare formula este adevarata numai in G, dat fiind ca fiecare dintre literele sale propozitie sunt adevarate numai in G, atunci fiecare fonnula la care se ajunge prin 70 aplicari ale regulilor SU, Nec si -+E asupra formulelor care sunt adevarate numai in G va fi ea insasi adevarata numai in G. Putem arata acum ca fiecare VB-secventa este .D-valida, adica este valida in fiecare model M e .D Lema 2.3: Daca L'i-ѵв O"atunci pentru fiecare Me .D, L' 1= ai0" Demonstratie: Fiecare secventa K-demonstrabila este valida in clasa oricaror modele, si deci afortiori in .D. stim, de asemenea, ca -+E, si Nec conserva validitatea intr-un model. Ramane sa aratam ca validitatea in M, pentru fiecare M e .D, este conservata de catre fiecare instanta-substitutie a axiomei caracteristice a lui VB, si anume (VB) 1- v □(□(□B -+B) -+ B). Fie acum acea instanta-substitutie formula (VB.s) 1- v □(□(□q -+ q) -+ q). Aratam aceasta pentru fiecare M e .D si pentru fiecare w e WA1- (i) in r.w0 este un drum infundat. Asadar, oricare necesitare este adevarata la wo, si afortiori (M, wo) 1= □ (□(□q -+ q) -+ q) de unde decurge ca (M, wo) 1= v □(□(□q -+ q) -+ q). (ii) in ('Vwj)w; e W - (w(;) este astfel incat RwjWo, si de asemenea Ruwo. Cu alte cuvinte, in fiecare lume cu exceptia lui w0 insasi si a lui v poate sa vada un drum infundat. in consecinta, daca w, Wo si w, Ф v, atunci (M, w,) t= ODp 71 si (M, u) F ODp de unde decurge ca (a) (M, w,) F ODp v □(□(□q -- q) -- q) si (b) (M, u) F ODp v D(D(Dq — q) — q). Ramane sa aratam ca VB.s este adevarata la v in fiecare model din D. Construim o demonstratie prin contrapozitie si ne propunem sa aratam ca daca VB.s este falsa la v intr-un model oarecare din atunci (we W: (M, w) F q}   G. Cu alte cuvinte, daca VB.s este falsa la aceasta lume v intr-un model Mbazat pe r, atunci multimea mundana a lui q conti ne cel putin o membra (o lume) care nu apartine lui G. Dar atunci, potrivit Corolarului 2.2, acel model care o respinge pe VB.s nu este un membru al lui D. Asadar, daca modelul este in fl atunci VB.s nu poate fi respinsa de catre el. Deoarece acest rezuitat este valabil in aceeasi masura pentru fiecare model din fl, decurge ca VB.s nu poate fi respinsa de catre nici un model din fl, si ca, asadar, VB.s este .v.valida. Pentru inceput, sa presupunem ca VB.s este falsa la v, intr-un model M care e ste un membru al lui fl. Atunci, (M, v) ODp v □(□(□q -- q) -- q). Din aceasta decurge atat (c) (M, v) ODp cat si (d) (M, v) □(□(□q -- q)-- q). 72 Aratam ca in cazul (d) se obtine ca {we W: ( 14, w) 1= q} ii' G. intr-adevar, din (d) de mai sus, decurge ca exista o lume pe care v poate sa o vada si care face falsa propozitia ‘□(□q q) q'. Din moment ce и este singura lume pe care poate sa o vada v, aceasta inseamna ca u este acea lume, si asadar, (e) ( 14, u) □(□q q) q. in consecinta, (f) (kf, u) -(D(Dq q) q) de unde decurge (g) ( 14, u) □(□q q) & -q (astfel, и nu este o q-lume, adica и ii' {w e W: ( 14, w) q}). Din (g) decurge ca (Vw,)Ruw,- este in asa fel incat (h) ( 14, Wi) □ q q si din moment ce Wo este un drum infundat, decurge mai intai ca (i) ( 14, w0) Oq si apoi, d in (h) s i (i), ca (j) (M, wo) 1= q. Acum, singura lume pe care poate sa o vada wi este w0 si wo este o q-lume. Asadar, (k) ( 14, w;) Dq si din (h) si (k) obtinem (l) ( 14, w,) 1= q. 73 O reiterare a acestui rationament produce rezultatul ca pentru fiecare i (m) (Л  W ) 1= q ceea ce inseamna ca {w,} ,  e N e {w e W: (M, w) q). Astfel, am putut arata doua lucruri, si anume (1) ca {w e W: (M, w) q} este infinita, si (2) (vezi (g) mai sus) ca u & {w e iV: (M, w) q}. Dar atunci, complementara multimii mundane a lui q este finita si и este o membra a ei. Asadar, nici multimea mundana a lui q si nici complementara ei nu sunt membre ale lui G. Bazandu-ne pe Corolarul 2.2, potrivit caruia multimea mundana a fiecarei propozitii in fiecare model din 2J este un element al lui G, ceea ce s-a aratat pana aici este ca modelul care respinge pe VB.s nu este un membru al lui .D. Asadar, daca modelul este in .v, atunci nu poate sa o falsifice pe VB.s, si prin urmare (n) (M, v) □(□(□q q) q) de unde decurge, asa cum dorim, ca (o) (Ai, v) OOP v □(□(□q q) q). (a), (b), si (o) luate impreuna arata ca 'OOp v O(O(Oq q) q)' este adevarata la fiecare lume in fiecare model Ai, e .v, ceea ce inseamna ca DOOp V O(O(Oq q) q). Aratam acum ca axioma caracteristica a lui MV, si anume (MV) OoA v OA, nu este .v.valida. Astfel, ea este respinsa la o lume intr-un model din .v. Lema 2.4: Exista un model Min .v care o respinge pe MV, adica (M, w) it OOA v OA. 74 Demonstratie-, Fie M = (.1; И un model bazat pe cadrul recesiv r, definit de catre functia de valorizare V(A) = 0 (functia de valorizare pentru oricare alta litera-propozitie, daca exista vreuna, este irelevanta pentru scopuri l e noastre de aici, care sunt acelea de a o respinge pe MV). M e Z> : codomeniul lui Veste restrictionat la G, din moment ce codomeniul este 0, si 0 e G. Putem arata acum ca (M, v) iF ODA v DA pentru ca (M, v) iF O DA si (M, v) iF DA. (M, v) iF ODA, deoarece u este singura lume pe care poate sa o vada lumea v si ( vf, u) iF DA, iar aceasta relatie din urma se obtine la randul ei, deoarece potrivit definitiei lui V, ‘A’ este falsa la fiecare lume in M, si astfel pentru cel putin un i, Rum, (ЛС vf,) i# A. (M, v) iF DA pentru ca Rvu, si (M, u) iF A, din moment ce in acest model V(A) = 0. Ne aflam acum la finalul demonstratiei principalului rezultat care este prezentat in acest capitol, si anume Teorema 2.5: VB este incomplet, adica nu este caracterizat de catre nici o clasa de cadre. Demonstratie: Sa presupunem ca avem o clasa Xde cadre pentru VB, adica de cadre relativ la care VB este corect. Potrivit unui re zultat demonstrat an teri or (vezi (i) p. 59), fiecare cadru din K este un cadru relativ la care fiecare MV -secventa este valida. Astfel, 1- mv ODA v DA este valida relativ la X Dar acum, in ac ord cu Lemele 2.3 (de la pagina 71) si 2.4 (de la pagina 74), exista o secventa, anume i-MV ODA v DA, care este valida in clasa X in care toate teoremele l ui VB sunt valide, dar care nu 75 este VB-demonstrabila. Deoarece este oricare clasa de cadre pentru VB, aceasta finalizeaza de mon stratia ca VB este incomplet relativ la oricare clasa de cadre, fata de c are VB este corect, si astfel VB este incomplet intr-un sens absolut. Comentarii asupra demonstratiei de incompletitudine a sistemului VB O consecinta imediata a demonstratiei de incompletitudine a sistemului VB, care leaga acest rezultat de chestiunea mai generala a tehnicii modelului canonic discutata in capitolul anterior, este ca VB, precum oricare alt sistem incomplet normal, este un sistem non-canonic. Un s i stem canonic este exact acel si s tem care este corect fata de cadrul modelului s au canonic. Cu alte cuvinte, pentru ca un sistem sa fie canonic, cadrul modelului sau canonic trebuie sa fie un cadru pentru acel sistem. Pentru a intelege ce inseamna ca VB nu este canonic, este suficient sa observam ca fiecare sistem canonic este complet, adica este caracterizabil de catre o' clasa de cadre. Pentru a p astra lucrurile la un nivel de simplitate rezonabil, sa luam drept acea clasa care caracterizeaza sistemul clasa unitate al carei unic element este cadrul modelului canonic al acelui sistem. Deoarece sistemul este canonic, prin definitie cadrul modelului sau canonic va fi un cadru pentru sistem, si asadar, pentru oricare multime de propozitii J;, si oricare propozitie 0', unde ‘ГСиѴ este o prescurtare pentru ‘cadrul modelului canonic pentru S’ daca 0', atunci J; 0'. Pentru a arata acum conversa, sa presupunem ca J; 1= 0'. Atunci, prin definitia validitatii intr-un cadru, J; 1= m 0', pentru fiecare model M bazat pe cadrul modelului canonic al lui S, indiferent daca S este sau nu canonic. A jortiori pentru cazul in care M este exact modelul canonic al lui S. Sa ne reamintim acum ca potrivit 76 unui corolar al teoremei modelului canonic, o formula este valida in modelul canonic al lui S daca si numai daca formula este derivabila drept una dintre teoremele lui S. Adica, in cazul in care Cs este modelul canonic al lui S, .EFes crddaca .E i-s cr. Deci, am putut arata ca daca 1: fi.vj cr (adica secventa este valida in cadul modelului canonic pentru sistemul S), atunci 1: 1-s cr (adica exista o S-demonstratie pentru acea secventa). Punand laolalta corectitudinea si completitudinea pentru acest sistem canonic arbitrar S, c eea ce obtinem este ca exi sta o clasa de cadre, care in cazul considerat aici consta in multim ea unitate al carei unic membru este cadrul modelului canonic al lui S, care caracterizeaza sistemul canonic S, facand astfel pe S complet intr-un sens absolut. (Desigur, nu exista nici o sugestie implicita aici de a pune semn de egalitate intre a fi canonic si a fi complet. Deoarece nu exista nimic a priori absurd in a concepe un sistem care este caracterizat de catre o clasa de cadre, desi sistemul nu este canonic; s i de fapt, pentru anumite sisteme acesta chiar este cazul.) Sa citim acum prin contrapozitie acest rezultat: daca un sistem este incomplet, atunci el este, de asemene a, non-canonic. Putem sa aratam acum ca elementul de ingeniozitate in demonstrarea incompletitudinii lui VB e ste folosirea unei anumite clase de modele, fiecare dintre acestea fiind bazat pe un cadru general. Mai mult, proprietatea c eruta pentru a arata independenta lui MV fata de fiecare secventa a lui VB nu va juca rolul care i se atribuie, daca codomeniul functi ei de valorizare nu este restrictionat la cl as a G a unora dintre submultimile muitimii de lumi W. ideea aici este ca daca codomeniul lui V in fiecare model este intreaga multime putere a lui W, atunci nu fiecare secventa din VB este valid a in clasa modelelor bazate pe Cu alte cuvinte, daca ceea ce folosim 77 in cel de-al doilea stadiu al demonstratiei de incompletitudine este o clasa de model'e-Kripke bazate pe 'T, in locul clasei D a modelelor generale bazate pe atun ci va exista cel putin o VB-secventa care nu va fi valida in cel putin un model, in acea clasa de modele-Knpke. Mai specific, putem arata ca VB este falsificabila intr-un model-Kripke bazat pe 'T, Fie acum N= (W, R, V) un model bazat pe r,in asa fel incat V(A) = W -{ w0), si V(B) = W - {u}. Este evident ca Nil D.deoarece codomeniul lui V nu este un membru al multimii G: este adevarat ca multimea mundana a lui B este infinita, deoarece {w,}; E n este infinita, si complementara ei este finita, deoarece comp(W - {"}) este finita, dar и ii {w;}; E n, contrar definitiei lui G, in cadrul general pe care se bazeaza fiecare model din clasa in acest ‘aranjament’, putem arata ca N o respinge pe VB. Astfel, exista o lume, si anume v, in modelul Nastfel incat (N, v) it ODA v □(□(□B B) > B). Aceasta decurge din faptul ca (N, v) it ODA si din (N, v) it □(□(□B B) B). (N, v) it ODA, deoarece (Vw e W) daca Rvw atunci (N, w) it DA. De fapt, exista numai o singura lume de acest fel in Y; anume n, si (N, ") it DA, deoarece (3w e W) astfel incat Ruw si (N, w) it A. intr-adevar, Ruwo si potrivit definitiei lui V din acest model N, (N, w0) it A. 78 Pe de alta parte, (N, v)   □(□(□B -> B) B) de oarece (::Jw e W) astfel incat Rvw si (N, w)   a(DB B) B. intr-adevar, Rvu si (N, u)   O(OB B) B. La randu-i, (N, u)   O(OB B) B, deoarece (N, u) 1= O(oB B) si (N, u)   B. Relatia din urma se obtine deoarece V(B) = W- {и}, si asadar u il {w e W: (M, w) 1= B}. Relatia dintai se obtine si ea deoarece ( fw e W) daca Ruw atunci (N, w) 1= oB B. intr-adevar, u poate vedea pe fiecare w" 1:: i :: 11, si (N, w,) 1= B, facand astfel adevarat consecventul lui 'OB B', si astfel adevarat conditionalul insusi. O alta intrebare inrudita este daca schimbarea d efini tiei multimii judecatilor admisibile G din cadrul general va avea sau nu anumite consecinte asupra construirii proprietati i semantice cerute, care arata ca MV nu este o teorema a lui VB. Cu alte cuvinte, putem ridica aici doua probleme diferite, dar care sunt gemene. si anume, (1) daca exista o multime G de submultimi ale lui W care sa fie d(ferita de G din = (W, R, G), dar care sa poata fi totusi folosita pentru a arata ca fiecare VB-teorema este 2] -valida, in timp ce MV nu este, cu conditia ca codomeniul lui V in fiecare model M e 2], care este bazat pe acel as i cadru rece siv, sa fie nou a multime G. Cu alte cuvinte, exista vreun fel de a modifica multimea G si cu toate acestea sa obtinem rezultatul ca toate VB-secventele sunt valide intr-o anumita clasa de modele generale, in timp ce MV nu este valida? si (2) daca exista un model general M intr-o clasa 2] in asa fel incat: (i) partea sa componenta (W, R) sa fie identica cu aceea a lui :Tsi a fiecarui model M e 2]; (ii) sa se deosebeasca fata de fiecare model general M e .D care a fost folosit mai inainte, in ceea ce priveste multimea judecatilor admisibile si, in consecinta, in ceea ce priveste codomeniul functiei sale de valorizare; si (iii) sa respinga formula VB. Cu alte cuvinte, se mai poate realiza respingerea lui 79 VB, daca in locul utilizarii unui model-Kripke (asa cum am lacut mai sus), folosim un model-general bazat pe acel cadru La cea de-a doua intrebare raspunsul este afirmativ si putem usor arata aceasta. Deoarece, pentru a demonstra ca nu fiecare VB-secventa este valida in aceasta noua clasa de modele generale, ale. caror functii de valorizare sunt restrictionate la o multime Gde submulti mi ale lui W, unde Г* G, este suficient sa o alegem pe T in asa fel incat o demonstratie inductiva pe lungimea fuf-urilor, demonstratie care sa urmareasca sa arate ca multimea mundana a fiecarei fuf este o membra a multimii r, sa nu functioneze. iata aici un posibil candidat pentru aceasta multime Gde judecati admisibile: Г= (X c W: X = Y, daca Y este finita si u   Y sau X = comp(Y), daca Y este finita si u e Y}. Cu alte cuvinte, multimea Г va consta din exact acele submultimi finite ale multimii de lumi W, fiecare membru fiind de asa fel incat nu contine lumea u, sau din acele multimi infinite care sunt complementarele fiecarei submultimi finite ale multimii W, fiecare dintre acestea (submultimile finite) continand-o pe ii ca membra. Este evident ca T* G, de oarece и nu apare in nici una dintre multimile de lumi pe care le contine r, in timp ce и figureaza ca membra a acelor multimi infinite care au complementare finite in W si sunt ele insele membre ale lui G. Este, de asemenea, usor sa aratam ca Gnu este inchisa fata de complementare, ceea ce o face inutila intr-o demonstratie inductiva de la care asteptam sa ne arate ca fiecarei propozitii i se atribuie o valoare in multimea judecatilor admisibile, cu conditia ca tuturor literelor-propozitie din componenta sa sa li se atribuie valori in aceeasi multime de judecati admisibile. Astfel, in acord cu definitia lui   r, {wo} e r, deoarece {w0} este finita si и   -{wo}. Asadar, pentru ca T sa fie inchisa fata de 80 complementare, complementara lui {wo} in Wr, si anume {v, u, W], W2, .., w", ..}, trebuie sa fie in r, dica {v, u, wi, W2, .., w", ..} e r. Acum, multimea {v, u, W], W2, .., w,"-..} este evident infinita, si daca ne uitam la definitia lui r, cu doua parag-afe in urma, putem vedea ca singurele multimi infinite care sunt membre ale lui inu o contin pe u ca membra, deoarece u figureaza ca o membra a multimilor finite ale caror complementare infinite sunt membre ale lui r. Asadar, {v, u, W , W2, .., w", .. } g r, si deci T nu este inchisa fata de complementare. Prin urmare, Г nu poate juca rolul cerut de catre demonstratia prin inductie, care urmareste sa arate ca multimea mundana a fiecarei fuf este o membra a lui r, cu conditia ca multimea mundana a fiecarei litere-propozitie componente sa fie o membra a lui r. Oricum, acest rezultat nu trebuie sa ne retina prea mult atentia aici, deoarece el nu prezinta importanta pentru strategia generala a demonstrarii incompletitudinii lui VB. Motivul este la indemana. Deoarece exista o cale prin care putem arata ca fiecare VB-secventa este valida intr-o clasa de modele si ca MV si toate instantele sale substitutie nu sunt, atunci rezultatul acesta este suficient pentru demonstratia faptului ca MV nu poate fi derivata ca o VB-teorema, indiferent daca putem arata totodata ca, folosind unele modele-Kripke sau modele-generale, VB este respinsa intr-o clasa de modele. Prima intrebare este mai grea. Ea este echivalenta cu intrebarea daca exista o alta cale de a stabili pe G, care sa se deosebeasca de aceea folosita de Van Benthem, si care sa fie totusi eficienta in a arata ca fiecare VB-secventa este valida intr-o clasa restrictionata de modele si ca lui MV si tuturor instantelor sale substitutie le lipseste aceasta proprietate. Sau daca nu exista, atunci unica multime de submultimi ale lui W care ne este de ajutor in aceasta demonstratie este G. Daca ne uitam cu atentie la rolul jucat de catre G in demonstratia de incompletitudine a lui VB, atunci ceea ce se poate 81 observa este ca exista doi parametri pe care trebuie sa-i satisfaca selectarea fiecarei multimi de submultimi ale lui W pentru ca acea m uiti m e aleasa sajoace rolul pe care-l joaca G in demonstratie. (1) Multimea ceruta T de submultimi ale lui W trebuie sa fie (i) inchisa fata de complementare, pentru ca argumentul prin inductie asupra lui - sa functioneze, (ii) inchisa fata de reuni u ne, pentru ca argumentul prin ind uctie asupra lui v sa functioneze, si (iii) trebuie sa fie de asa natura incat daca o anumita multime A de lumi este in r, atunci tot asa trebuie sa fie fiecare multime de lumi ai carei membri sunt lumi care pot sa vada numai pe membrii lui A, pentru a functiona argumentul inductiv asupra lui D. Aceasta ruta ne va conduce la o clasa de modele Li, fiecare membru avand codomeniul functiei sale de valorizare restrictionat la membrii lui r, si care sprijina argumentu l inductiv in sensul ca mu lti mea mundana a fiecarei fuf este o membra a lui r, daca multimea mundana a fiecarei litere-propozitie care intra in componenta acelor fuf-uri este o membra a lui 1. (2) Din moment ce vrem ca MV sa fie nevalida in multimea de modele Li, care este de asa natura incat codomeniul functiei de valorizare al fiecarui model din acea multime este restrictionat la multimea r, urmeaza ca fiecare disjunct al lui (MV) Hmv ODA v DA este obligatoriu sa fie respins la o anumita lume w intr-un astfel de model M e Li. stim ca MV este caracterizat de catre clasa de cadre-Kripke a carei relatie de accesibilitate este ‘mioapa’. Asadar, pentru ca (M, w) iF ODA si (M, w) iF DA sa aiba loc, mai intai multimea mundana a lui A trebuie sa fie o membra a lui r, si apoi cadrul pe care se bazeaza Mtrebuie sa contina o lume w, care nici nu este un drum infundat si nici nu poate sa vada unul. intrebarea pe care o ridicam aici poate fi acum reformulata: exista vreo alta cale, in afara aceleia a aranjamentului conceput de Van Benthem pe baza multimii G 82 din demonstratia de incompletitudine a lui VB, ca o mult i me de sub multimi ale lui W sa poata fi definita in asa fel incat atat conditia (1) cat si conditia (2) din aliniatul precedent sa fie simultan satisfacute? Afirmatia mea, acum, este ca modul in care este stabilita relatia de accesibilitate pe multimea de lumi W din cadrul J"impreuna cu conditiile (1) si (2) de mai sus, forteaza ca oricare alta constructie care ar fi p otri vita pentru scopurile celei de-a doua parti a demonstratiei de incompletitudine a lui VB sa aiba scufundata in ea o imagine a cadrului-general si a modelului, care sunt de fapt utilizate in demonstratia de incompletitudine a lui VB. Cu alte cuvinte, oricare alt cadru si multime de modele restrictionate care sunt bazate pe acel alt cadru nu pot sa indeplineasca functia pe care o au cadrul J"si multimea 2J in demonstratia de incompletitudine a lui VB, daca celalalt cadru si celelalte modele, adica acele structuri, nu au scufundate in ele o imagine izomorfica cu J"si respectiv cu Pentru a fi mai precisi, acea conditie va reveni la unnatoarele: cadrul (reces iv) general J"= (W, R, G) si modelul M E2Jbazat pe r, care sunt folosite in demonstratia de facto a incompletitudinii lui VB, sunt imagini pseudo-epimorjice (sau pe scurt, p-mojice)2 ale oricarui alt cadru-general si, respectiv, model bazat pe el, care vor functiona pentru scopurile acele iasi demonstratii. Voi da in continuare o demonstratie prin examinare exhaustiva a cazurilor relevante. Metoda pe care o folosesc consta in a concepe in mod succesiv multimi alternative de judecati admisibile, schimband conditia asupra lui G, in asa fel incat fiecare noua multime Г sa aiba, cel putin la o prima vedere, plauzibilitate in calitate de candidat pentru ceruta multime de judecati admisibile, pentru ca apoi sa o resping, sprijinindu-ma in respingerea prezumpt ivei noi multimi pe temeiuri bune. 2 Cf. K. Segerberg (1971), pg. 37 si G. E. Hughes si M. J. Cresswell (1984), pg. 70-71, pentru definitia acestui concept in teoria modelelor pentru logica modala. 83 Sa consideram drept prima candidata pentru  'urmatoarea multime d: G = (X c W: X este infinita, si are o complementara finita, si и li!: X, sau comp(X) este infinita, si и e X}. (W si R sunt desigur aceleasi multimi precum in cadrul ori gi nal rde mai in ai nte.) Nu este greu sa vedem ca G G. Deoarece, potrivit definitiei lui G, {u, w,-},- e n e G, intrucat {w, w,}, e n este o multime infinita, pentru ca {w,L e n este infinita, care are o complementara in W, anume multimea unitate {v}, si и e {u, w),  e n, in timp ce, in acord cu definitia lui d, nici o submultime a lui W cu o complementara finita, submultime infinita care o are pe u ca membra, nu este la randul ei o membra a lui d; asadar, {u, w,-},- E n li!: G1. Acum, este C o multime de judecati admisibile care poate sa joace in demonstratie acelasi rol pe care-l joaca'multimea initiala G? Pentru a putea da un raspuns afirmativ, se cere sa se ruleze o demonstratie similara pentru Lema ca fiecare VB-secventa este valida intr-o clasa 2' de modele in timp ce MV nu este valida, unde clasa .v' de modele este acum clasa modelelor alcatuite din aceleasi W si R precum in cadrul original r, dar in care V este in asa fel incat e d, pentru fiecare litera-propozitie Jl"j. Totusi, de ce sa o consideram pe G in acest context? d este o candidata promitatoare, deoarece este inchisa fata de complementare. Totusi, nu este foarte greu sa aratam ca d nu este inchisa fata de reuniune si nici nu satisface conditia pentru o inductie asupra lui □. Asadar, desi aceasta noua multime de judecati admisibile satisface conditia (1 )(i), ea nu satisface conditiile (l)(ii) si (1)(iii) din lista de la pagina 82. Nu este foarte greu sa verificam ca desi exista o demonstratie pentru cazul (j ) cu aceasta noua multime d, nu poate exista nici o versiune adaptata a demonstratiei Lemei 2.1 pentru cazurile (j-v) si (f-O) cu G' in locul lui G in cadrul-general 84 Astfel, pentru (j-) asumam ipoteza inductiei, anume {w e W: (M, w) 1= er} e G' si aratam ca {w e W: (M, w) 1= -er} e G. Rezultatul este imediat, din defin iti a lui G' care face multimea aceasta inchisa fata de complementare, intrucat multimea {w e W: (M, w) F -er} este complementara in W a multimii {iV e W: (M, iV)'1= er}. Dar cu (j-v), desi cazurile l si 2 functioneaza, ne lovim de o problema in cel de-al treilea caz. Potrivit ipotezei inductiei, asumam {iV e W: (M, w) 1= <!>} e G si {iV e W: (M, iV) 1= 'f'} e d si daca ar fi cazul ca G ar putea fi noua noastra multime de judecati admisibile, atunci am putea arata ca {iV e W: (M, w) F <!>v 'f'} e d Relatia aceasta din urma s-ar obtine, daca C ar fi inchisa fata de reuniune. Cu alte cuvinte, ceea ce trebuie aratat aici, oglindind demonstratia similara care o antreneaza pe multimea G, este ca daca multimea mundana a lui este o membra a lui G si multimea mundana a lui este o membra a lui G', atunci multimea mundana a lui ' Ф v este o membra a lui G'. Fie acum A si B in G. Putem deosebi trei cazuri: Cazul 1: A si B sunt ambele infinite. Din moment ce fiecare multime este o membra a lui G', in acord cu definitia lui d, u A, u B si ambele multimi au complementare finite in W. Asadar, Au B este o multime infinita cu o complementara finita si u A u B. Prin urmare, prin definitia lui d, A u В e G‘. Cazul 2: A si B sunt ambele finite. Deoarece singurele multimi finite in d sunt acelea ale caror complementare sunt infinite si complementarele nu o contin pe u, decurge din definitia lui G ca complementarele lui A si B, adica fi si respectiv B, sunt ambele infinite si u A si u B. Asadar, A (1 B este infinita si u fi (1 B. 85 Dar atunci, An B e G', si din mome nt ce A u B = comp( A n B) si G' este inchisa fata de complementare decurge ca A V B e G. Cazul 3: Sa presupunem fara pierdere de generalitate ca' A este infinita si B este finita. Putem arata ca G nu este potrivita pentru a sprijini argumentul inductiv in acest caz. Asadar, mai in general, din A e G si B e G nu decurge ca A v В e G‘. Punctul nodal al demonstrarii acestui caz este de a se arata, daca este posibil, ca A n B e G. Pentru ca atunci, din moment ce G este inchisa fata de complementare, comp( An B) e G. Dar comp( An B) :: A u B, si astfel A u B e G. Sa concepem acum strategia acestei prezumtive demonstratii printr-un rationament regresiv. Din moment ce se asuma ca A este o membra a lui d, atunci potrivit definitiei lui G, A este finita. in acest caz, bine inteles, A n B este finita, si pentru ca aceasta multime reuniune sa fie o membra a lui G, potrivit definitiei lui G, и e A n B. Din aceasta apartenenta a lui u decurge ca и e A si и e B. Totusi, и e B nu se poate obtine, intrucat (i) В e G, din moment ce B e G', (ii) B este infinita, din moment ce B este finita, si prin urmare (iii) potrivit definitiei lui G, и "= B. Evident, toate acestea sunt suficiente pentru a elimina pe G de pe pozitia de noua candidata pentru rolul pe care-l joaca G in demonstratie. Totusi, tocmai pentru a vedea mai clar felul in care functioneaza realmente demonstratia autentica, merita sa urmarim putin mai departe temeiurile pentru care G nu poate sa fie multimea noastra de judecati admisibile. Astfel, o alta problema a multimii G este aceea ca nu sprijina argumentul inductiv asupra lui □. Totusi, chiar daca aceasta nu ajuta in general in demonstratie, putem arata ca exista un model Min multimea modelelor .v' in care 86 codomeniul lui V este restrictionat la G in asa fel incat MV este respinsa la o lume w in acel model, adica (M, w) ODA v DA. Motivul pentru care esueaza in privinta inductiei pe D este ca G' nu satisface conditia generala si abstracta pe care trebuie sa o satisfaca oricare multime Г de judecati admisibile, pentru ca (f-D) din argumentul inductiv sa functioneze. si anume, daca A e Г, atunci {w e W: (Vw e W)(Rww w e A)} e Г Cu alte cuvinte, ori de cate ori multimea A este o membra a lui Ttot asa este si multimea tuturor lumilor care pot sa vada numai membre ale lui A. Caci din moment ce multimea {w,-},- e n este infinita, are o complementara finita in W, si u {w,}; <= n decurge, in acord cu definitia lui G‘ ca {w,-},- 6 n e G‘. Dar atunci, daca conditia care face posibila inductia pe D ar fi respectata, ar trebui, de asemenea, sa fie cazul ca {и, Wj } wo e d, unde j e N, si j 0, din moment ce fiecare lume din multimea {u, Wj} w0 poate sa vada numai lumi din multimea {w,},- s n. intr-adevar, (Vw,)Ruw, si (Vwj)Rwjw,', daca Wj e {u, Wj} wo, unde j > i. Totusi, potrivit definitiei lui G', {u, wj} w0 G' pentru ca {u, wj} wo, unde j e N, si j O, este o multime infinita cu o complementara finita si u e {u, Wj}  wo. iar acum, pentru a demonstra ca exista un model M e .v', a carui functie de valorizare V este in asa fel incat codomeniul ei este restrictionat la d, care poate sa o respinga pe MV, sa remarcam la inceput ca pentru ca un model sa poata face aceasta, el trebuie sa satisfaca urmatoarele conditii: (i) Mai intai, in fiecare model M e .v bazat pe cadrul F(MV) ODA v DA nu poate fi respinsa la nici o alta lume decat la v. Wo este un drum infundat, si prin urmare ‘□A’ trebuie sa fie adevarata indiferent ce valoare de adevar atribuie Wo lui ‘A’, si in consecinta tot asa este si MV insasi. Fiecare w,-, unde i e N, si i"*O poate sa: o vada pe 87 no, si astfel poate sa vada o lume la care ‘DA’ este adevarata. Asadar, ‘ODA’ trebuie ;a fie adevarata la fiecare astfel de lume w,- ceea ce face, de asemenea, adevarata din iou pe MV la fiecare w,, unde i e N, si i 0. in fine, и poate sa vada pe fiecare w,-, i e N. Asadar, ‘ODA’ trebuie sa fie adevarata la u pentru ca и poate sa o vada pe Wo si Wo o face adevarata pe ‘DA’. Prin urmare, la u MV insasi este din nou adevarata. Merita sa observam aici ca acest rezultat, care in rezumat ne spune ca MV nu poate fi respinsa la nici o lume din multimea {u, w,}; e N in nici un model M e 2J', a fost obtinut in mod independent fata de oricare atribuire de valori de adevar pentru litera-propozitie ‘A’, si deci depinde in intregime de felul in care este aranjat cadrul pe care se bazeaza fiecare astfel de model. in consecinta, pentru ca MV sa fie respinsa intr-un model M e ZJ ' bazat pe cadrul r, modelul trebuie sa contina o lume, fie aceasta v, in asa fel incat (M, v) i# ODA si (M, v) |# DA. (ii) in al doilea rand, v trebuie sa vada cel putin o lume, fie aceasta u, care nu este o A-lume, i. e. Rvu si (M, u)   A, pentru ca relatia (M, v)   DA sa aiba loc. (iii) in al treilea rand, fiecare lume pe care poate sa o vada v, trebuie sa fie in asa fel incat cel putin o lume pe care poate sa o vada fiecare astfel de lume nu este o A-lume, i. e. (Vw)(Rvw -+ (3w)(Rww & (M, w)   A)), exact pentru ca relatia (M, v)   ODA sa aiba loc. (Tot asa cum am procedat si pana acum, trec cu nonsalanta si aici peste distinctia folosire-mentionare pentru a nu contribui inutil la cresterea complexitatii sintactice si asum conventia ca fiecare item al limbajului obiect este propriul sau nume in metalimbajul corespunzator.) Asadar, toate conditiile (i) - (iii) din aliniatul precedent sunt satisfacute simultan intr-un model Mbazat pe cadrul r, daca cel putin u {w e W: w) A), 88 si w;   {iV e W: (M, iV) 1= A}, pentru cel putin un i e N. Fie acum V(A) acea functie de valorizare pentru litera-propozitie ' A' care este definita drept V(A) = W- {a, wi)}. in consecinta, multimea mundana a lui ' A' este infinita si are o complementara finita si и nu apartine multimii mundane. Deci, multimea mundana a lui ‘ A' satisface cerintele pentru a apartine multimii G' a judecatilor admisibile, adica {iV e iV: (M, w) it: A} e G‘. Fie acum  Y'(un model definit pentru limbajul {A} astfel incat M= (W, R, G, V), unde V este definita precum in acest aliniat. Afirmam acum ca M e f) ', deoarece codomeniul lui V este G1, si (M, v) it: ODA v DA. intrucat, asa cum a relevat analiza de mai inainte, (M, v) it: DA, pentru ca Rvu si (M, u) it: A, deoarece и   V(A), si de asemenea (M, v) it: ODA, deoarece in cadrul r, cu care lucram aici, unica lume pe care poate sa o vada v, si anume u, o face falsa pe ‘DA’ pentru ca exista o lume pe care u, la randul ei, poate sa o vada, anume wo, in care ‘A’ este falsa. Mai mult, ‘A’ este falsa la ivi) pentru ca, potrivit de fin iti e i lui V, iV"   V(A). Din moment ce multimea a nu functioneaza in aceasta demonstratie pentru ca nu sprijina argumentul inductiv, am putea lua in considerare o varianta imbunatatita a sa, care sa functioneze. Pentru a optimiza procesul heuristic, o morala mai generala pe care o putem invata din esecul multimii G este aceasta. Colapsul argumentului inductiv din cazul al treilea, al pretinsei demonstratii ca multimea G' a judecatilor admi sibi le este inchisa fata de reuniune, indica faptul ca pentru ca oricare multime Г de judecati admisibile sa fie inchisa fata de reuniune este necesar si nu numai suficient ca o anumita lume safie exclusa din fiecare submultimefinita de lumi care apartine lui r, in timp ce aceeasi lume trebuie safie inclusa in toate complementarele 89 infinite ale acelor multimi finite, daca intreaga multime Г urmeaza si ea sa fie inchisa fata de complementare. Pentru a obtine o buna intelegere a conditiei scrise in italice in aliniatul anterior, s-ar putea sa fie util sa ne reamintim demonstratia celui de-al treilea caz pentru (j-v), care este ceruta pentru demonstratia lemei ca MV nu este derivabila ca o VB-teorema. Cu exceptia faptului ca de data aceasta insistam asupra unei citiri regresive a acestei demonstratii. Astfel, ceea ce trebuie demonstrat este ca daca A este o multime finita astfel incat A e G, si B este o multime infinita astfel incat B e G, atunci A u B e G. Din moment ce G este inchisa fata de complementare, pentru a arata ca A u B e G va fi suficient sa aratam ca A n B e G. Deoarece A u B = comp( a n B). Acum, deoarece B este infinita si B e G stim ca B este finita si и t B. Asadar, A n B este finita si ut An B. Prin urmare, potrivit definitiei lui G, An B e G. Dar tocmai pentru ca in aceasta demonstratie sa se poata face pasul de la finitudinea multimii intersectie A n B, si de la non-apartenenta lui и la aceasta multime, la apartenenta aceleiasi multimi intersectie la multimea G, lumea и nu trebuie sa fie membra a lui A n B. si pentru a obtine acest rezultat la randul sau, este suficient sa stipulam ca и se gaseste in extensiunea lui B, ceea ce inseamna ca u este exclusa din extensiunea multimii infinite B. Din moment ce B este arbitrara, aceasta revine la a spune ca и este exclusa din extensiunea fiecarei multimi finite care este o membra a lui G. Punctul central al acestei afirmatii, insa, este sa aratam ca excluziunea lui и din fiecare multime finita care se gaseste in G este totodata singurul lucru care ajuta in acest context, si prin urmare este totodata si necesar. intr-adevar, pana acum stim ca poate sa existe numai un singur fel prin care se poate stabili non-apartenenta lui и la fiecare multime din intersectia A n B. Caci, daca in schimb 90 stipulam ca u li! A, atunci u va fi exclusa din fiecare multime infinita din G, deoarece li este infinita, din moment ce A este finita, iar aceasta conditie revine la faptul ca dam peste aceeasi conditie definitorie precum aceea pentru G', anume G = {X c W: X este infinita, si are o complementara finita si и li! X sau comp(X) este infinita si Li e X), despre care am demonstrat ca nu functioneaza, tocmai pentru ca nu este satisfacuta inductia pe v. Deci, singurul fel in care putem face acea intersectie o membra a unei multimi utilizabile Г de judecati admisibile consta in a exclude o lume, anume lumea и in cazul considerat aici, din fiecare multime finita care urmeaza sa fie o membra a lui Г Cu scopul de a obtine, daca este posibil, o alta multime de judecati admisibile care poate sa indeplineasca functia lui G, si pastrand in minte intreaga discutie de mai inainte, sa consideram acum multimea G", care, desi satisface conditia excluderii unei lumi din fiecare submultime finita pe care o contine, se deosebeste prin altceva fata de-multimea initiala G a judecatilor admisibile. Asadar, fie urmatorul caz: G" = {X c W: X este infinita si и e X sau X este finita si и li! X}. Multimea G" satisface conditia precedenta. Totusi, nici ea nu trece drept multimea de judecati admisibile de care avem nevoie in demonstratie. Deoarece, dintru inceput, G" nici macar nu este inchisa fata de complementare, dupa cum se poate arata cu usurinta. Astfel, multimea X = {и, w^,-},- e n este o membra a lui G" deoarece este infinita, intrucat are o submultime proprie infinita, anume {w2i}; 6 n, si in mod evident u e X. Totusi, complementara lui X, anume {v, w2i- + j },  e n, este si ea infinita, deoarece {W2, + j } ,• e n este infinita, dar nu poate fi o membra a lui G" pentru ca и li! {v, W2i +  }, e n, adica и li! comp(X). si pentru ca oricare multime infinita de 91 multimi sa satisfaca conditia care sa-i asigure apartenenta la multimea G", fiecare dintre aceste multimi trebuie sa o contina pe и ca membra. in acelasi timp, nu este greu de observat ca G' este doar la o foarte mica distanta fata de multimea G, care este utilizabila in demonstratie. Desigur, acesta este un pas mic, dar care este extrem de important pentru de mon strat ie. Caci intr-adevar, daca adaugam clauza ' .. cu o complementara finita' primului di sju nct din definiti a lui G" de mai sus, atunci ceea ce se obtine este 'X este o muitime infinita cu o complementara finita si и e X' care este o parafraza a clauzei 'comp(X) este finita si 1.1 e X’. Desigur, clauza aceasta din urma este identica cu cel de-al doilea disjunct al conditiei care o defineste pe multimea G, si asadar, exceptand ordinea celor doi disjuncti, care este oricum irelevanta, multimea G" astfel rafinata nu este nimic altceva decat multimea G. Pentru a incheia demonstratia noastra, trebuie sa mai examinam doua cazuri; anume G‘" = {X c W: X este finita si wl: g X sau comp(X) este finita si Wk e X, unde k este un numar natural finit suficient de mare} si G"' = {X c W: X este finita si v X sau comp(X) este finita si v e X}. Neajunsul lui G'" este ca VB nu este valida in multimea .:o"' de modele in care fiecare model M e este in asa fel incat codomeniul functiei sale de valorizare V este restrictionat la multimea G'" a judecatilor admisibile. Dar atunci, punctul central al demonstratiei ca MV nu este VB-derivabila esueaza, din moment ce totul aici depinde de faptul ca fiecare VB-secventa este valida intr-o multime de modele (generale) in timp ce MV colapseaza in cel putin un model a carui functie de valorizare este restrictionata la o multime de j u decati admis i bi le. 92 G'v esueaza, la randul sau, pentru ca nu poate sprijini. primul caz al argumentului inductiv asupra lui □. Oricum, aceasta multime de judecati admisibile este o. buna marturie pentru ideea pe care am afirmat-o mai inainte ca in constructia generala a demonstratiei ca MV nu este o VB-teorema ceea ce se cere este ca fiecare (alta) structura sa aiba scufundata in ea o imagine izomorfa cu aceea pe care o foloseste Van Benthem in demonstratia originala. Sa aruncam acum o privire la cateva detalii: Nu este greu sa vedem ca cadrul general s = (W, R, G'") sprijina demonstratia inductiva a lemei care spune ca multimea mundana a fiecarei fuf este o membra a lui G"1, daca multi me a mundana a fiecarei litere-propozitie componenta a acelor fuf-uri este o membra a lu i G"'. Caci intr-adevar, se poate verifica cu usurinta ca G"' este inchisa fata de complementare si fata de reuniune. Mai mult, putem arata ca cerinta corespunzatoare pentru ca inductia pe □ sa functioneze este si ea satisfacuta, de vreme ce o usoara adaptare a demonstratiei originale pentru aceasta lema, in care apare multimea initiala G, poate fi dusa pana la capat. Astfel, sa presupunem ca {w e W: (M, w) 1= lP} e G'". Trebuie sa aratam ca {w e W: (M, w) 1= □ Ф} e G". Sa ne reamintim ca in aceasta demonstratie este suficient sa consideram doua cazuri, care sunt un fel de tert exclus in cadrul recesiv r. Cazul ]: exista cel putin un i astfel incat w g {w e W: (M, w) 1= lP}. Atunci pentru fiecare j > i, daca Rji atunci Wj g {w e W: (M, w) 1= DtP}. Pentru un suficient de mare k > i, Rki tine in cadrul T,si astfel, de asemenea, wk   {w e W: (M, w) 1= DlP}. Mai mult, din multimea de lum i {w,}, е n cel mult un numar finit de lumi {wc}c < sunt in asa fel incat pentru fiecare w e {wc}, {w e W: (M, w) 1= □ lP}, si wk {wc)t< Prin 93 urmare, multimea mundana a lui '□ ' este finita si nu o contine pe wk. Deci, potrivit definitiei lui G'", {iv e iV: (M. w) F O<!l} e G'"- Cazul 2: pentru fiecare i, w, e {w e W: (M. w) F <!i}. Atunci, pentru fiecare i, iV e {iv e W: (M. w) F o<!l}, si din moment ce RiiWj, и e {w e W: (M. w) F O<!l}. Daca relatia v e {w e W: (M. w) F □ <!i} are sau nu loc, va depinde de faptul daca relatia u e {w e W: (M, w) F <!i} va avea sau nu loc. Acum, daca u e {iv e W: (M, w) F <!i}, atunci v e {w e W: (M, w) F o<!l}, si prin urmare W.re {w e W: (M, w) F □ <!i}. in acest caz, comp( {w e W: (M. w) F □ <!i}) = 0, si din moment ce 0 e Gm, si d" este inchisa fata de complementare, {w e W: (M. w) F O<!l} e G'". Daca, pe de alta parte, и li!' {w e W: (M. w) F <!i}, atunci v li!' {w e W: (M. w) F □ <!i}. Atunci comp({w e W: (M. w) F o<!l}) = {v}, si din moment ce wk li!' {v}, si {v} este finita, atunci potrivit definitiei lui G'", {v} e d'', si acelasi lucru tine pentru complementara ei, adica {iv e W: (M, w) F o<!l} e G'". Asadar, in oricare dintre cazuri, multimea mundana a lui este o membra a lui G"', a11fel spus, {w e W: (Л  w) F e G'". Oricum, dupa cum stim, temeiul alegerii unei multimi de judecati admisibile este acela de a stabili o clasa de modele generale in care functia de valorizare a fiecarui model sa fie restrictionata la acea multime de judecati, cu scopul ca fiecare VB-secventa sa fie valida in clasa modelelor respective, in timp ce MV sa nu fie valida. si exact acesta este rezultatul pe care nu-1 putem obtine, daca multimea de 94 judecati admisibile pe care o alegem este G'". Prin urmare, intreaga strategie a celei de-a doua etape a demonstratiei incompletitudinii lui VB se prabuseste in acest punct. Asa cum a relevat analiza noastra precedenta, MV poate sa esueze, daca intr-adevar esueaza, numai la o lume v intr-un model bazat pe cadrul T. Similaritatea dintre MV si VB cu privire la structura lor logica in mare, si anume ambele formule sunt disjunctii ale caror primi disjuncti corespunzatori sunt posibilitati ale unei necesitari si ale caror disjuncti secunzi sunt o necesitare, explica de ce o analiza similara se va aplica si lui VB. Din moment ce sistemul VB este sistemul K plus secventa VB, adica ODA v □(□(□B B) B), stim ca pentru a arata ca VB este corect fata de o clasa de modele este suficient sa aratam ca VB este valida in fiecare model in acea clasa, pentru ca sistemul K este cunoscut (si am demonstrat aceasta in primul capitol) a fi corect fata de fiecare clasa de modele. Sa ne reamintim acum structura generala a demonstratiei noastre care arata ca VB este valida in clasa a modelelor-generale, fiecare model din acea clasa avand codomeniul functiei sale de valorizare V restrictionat la o multime G de judecati admisibile: VB nu este valida in clasa a modelelw-generale restrictionate, numai daca multimea mundana a literei-propozitie ’B' care figureaza in VB nu este o membra a multimii G a judecatilor admisibile; aceasta contrazice Corolarul 2.2 ca in fiecare model in multimea mundana a fiecarei fuf este o membra a multimii G (vezi pg. 70). Prin urmare, daca restricfionam evaluarea lui_VB la modelele care sunt membre ale lui .v, atunci formula VB este valida, si prin urmare sistemul VB insusi este corect fata de clasa de modele .v. in consecinta, pentru a arata ca VB nu este corect fata de clasa a modelelor-generale, trebuie sa demonstram ca exista cel putin un model M"‘ in si o lume w in Mw, in asa fel incat (M''', w) iF ODA v □(□(□B B) B). 95 Asa cum am remarcat deja, analiza realizata mai inainte, care arata ca (MV) O DA v DA trebuie sa aiba loc in fiecare model bazat pe fiecare lume in multimea {u, wdi e n se aplica deopotriva in cazul secventei VB, pentru aceleasi motive. Astfel, Wo este un drum infundat si in consecinta '□(□(□B B) B)' este adevarata la aceasta lume, ceea ce face adevarata la Wo si formula 'ODA v □(□(□B B) B)'. Atunci, fiecare lume din multimea {u, w} wo, unde i e N si i of:. 0, poate sa vada un drum infundat, lucru care o face din nou adevarata pe .'ODA' la fiecare lume de felul acesta, si o face din nou adevarata pe ' o DA v □(□(□B B) B)' la fiecare lume din multimea {u, w,-) w0. Oricum, marea diferenta aici este produsa de catre valorile de adevar pe care lumea v din cadrul JZ1e atribuie lui 'A' si lui 'B' din VB. iar afirmatia pe care o facem acum este ca exista un model-general M"‘ :: (W, R, G1", V) astfel incat M1" e .v'", si M"' o respinge pe VB. Pentru ca modelul M"‘ sa realizeze acest lucru definim functia astfel: V(A) - {w,-},- e n, si V(B) ::W - (u, v}. intr-adevar, supozitia ca (M'", v) ODA v D(D(DB B) B) nu produce nici o inconsistenta: disjunctia poate fi falsificata intr-un fel care pastreaza totusi multimea mundana a lui 'A' si multimea mundana a lui 'B' ca membre ale lui G'". Astfel, di n asumptia ca (a) (M'", v) ODA v □(□(□B B) B) decurge ca (b) (M, v) ODA si ca (c) (M, v) □(□(□B B) B). 96 Acum, (b) are loc in tr - un model M"' = (W, R, G"', V) bazat pe daca VA- (A) = W - {iVr}; E n- Pentru ca atunci, din moment ce 'A' este falsa la fie care w e W si Ruw,, li) DA, si deoarece u. este singura lume pe care poate sa o vada lumea v, decurge ca (kr", v) ODA, asa cum ne dor im. Mai mult, multimea mun dana a lui ‘A’ ap arti n e lui G"1 pentru ca {iV e W: (M. w) F A} este finita, adica mul ti m e a {u, v} este finita, si iV li" (u, v}. (c) este de asemenea cazul in acelasi model Л7l" = (W, R, G"‘, V) bazat pe _VA daca (B) = W - {u, v} sau VA- (B) = W- {u}, pentru ca exista o lume pe care v poate sa o vada, care o face falsa pe ‘D(oB B) B'. Deoarece u este singura lume pe care v poate sa o vada, aceasta inseamna ca и este acea lume, si astfel, (d) (M. u) D(DB > B) B. in consecinta, (e) (M. u) F  (D(DB iV B) iV B) de unde decurge (f) (M. u) F D(DB iV B) & -B (astfel, и nu este o-B-lume, adica и li" {w s W: (M. iV) F B}). Din (f) decurge ca fiecare lume iV,- pe care и poate sa o vada este in asa fel incat (g) (M. Wi) F DB iV B si deoarece iVU este un drum infundat, decurge mai intai ca (h) (M. iVo) F DB iar apoi, din (g) si (h), decurge ca 97 (i) (M. wo) 1= B. Acum, unica lume pe care poate sa o vada wj este w(!, iar wu este o B-lume. Deci U) (M. W,J 1= DB si din (g) si Ci) obtinem (k) ( 11. lVj) 1= B. O reiterare a acestui rationament ne da rezultatul ca pentru fiecare i (l) ( 11. iV,j t= В ceea ce inseamna ca {iV,-},'e N e {iV e W: (M. w) 1= B}. Astfel, multimea mundana a lui 'B', adica {iV e W: (M. w) 1= B}, este infinita, si v poate sa fie sau poate sa nu fie una dintre membrele ei. Multimea mundana a lui ‘B’ are o complementara finita, anume sau {u} sau {и, v}, depinzand de faptul daca v apartine sau nu acestei multimi, si wk e {w e W: (M. iV) 1= B). Prin urmare, tocmai am demonstrat ca {iV e W: (M. w) 1= B) e G‘". in consecinta, din moment ce atat multimea mundana a lui 'A' cat si multimea mundana a lui 'B' sunt membre ale multimii G‘" de judecati admisibile, modelul M"' pe care-l construim aici este un membru al clasei .v '" de modele restrictionate, iar supozitia ca M"' respinge pe VB nu conduce la nici o inconsistenta. Prin urmare, VB nu este valida in clasa .v'" a modelelor si astfel, sistemul VB nu este corect fata de .v"'. Acest rezultat este suficient pentru a elimina clasa G" a judecatilor admisibile drept clasa alternativa dorita de care este nevoie intr-o prezumtiva demonstratie alternativa a incompletitudinii lui VB. 98 in fine, sa aratam repede de ce m uiti mea G'v = {X c W: X este finita si v   X sau comp(X) este finita si v e X} nu p o ate nici ea sa serveasca d re pt m ul ti me de j u d e c a ti admisibile in demonstrati a noastra. Problema acestei multimi este aceea ca ea nu sprijina primul caz al argumentului inductiv asupra lui □. Astfel, sa presupunem, ca de obicei, ca {iV e W: (M, iV) eP} e G'  si sa incercam sa aratam ca {iV e W: (M, iV) □ iP} e G". Totusi, CazuT 1 al acestui argument inductiv nu poate fi dus pana la capat, si de fapt {iV e W: (Ж, iV) к QeP} li!: Giv. Cazul J: exista cel putin un i astfel incat iV, li!: {w e W: (M, iV) eP}. Atunci, pentru fiecare j > i, daca Rji atunci iV  li!: {w e W: (M, w) DeP}. Acum, pentru ca aceasta d emonstratie sa poata fi dusa pana la capat, trebuie sa aratam ca sau multimea mundana a lui □ r J este finita si v nu ii apartine, sau, altfel, complementara multimii mundane a lui DeP este finita, si astfel multimea mundana a lui DeP este infinita, si v ap artine mu it i m i i mundane a lui □ eP. D em on stratia nu poate fi p rod u sa insa, deoarece nici una dintre conditii nu este satisfacuta. Cea de-a doua conditie esueaza intr-un fel evident, deoarece in cazul considerat aici numai multimi finite de lumi din pot fi m em b re ale multimii mund ane a lui DeP. si pr i m a c onditie esueaza din u rmator u l motiv: Din ratiuni logice, la care se adauga putina teorie a multimilor, sau u e {iV e W: (M, iV) eP} sau u li!: {w e W: (M, iV) eP}. Putem demonstra ca multimea mundana a lui DeP nu ap arti ne lui Gv, pentru ca ap arten en ta multimii m un dane a lui □ eP la G,v nu poate fi inferata din fiecare disjunct, luat in mod separat, al acestei 99 • disjunctii cu doi termeni. Desi exista o inferenta a acestui fapt din cel de-al doilea disjunct, nu exista nici o ruta catre acelasi fapt pornind de la primul disjunct. Sa asumam pe cel de-al doilea disjunct, adica и fie {w e W: (M, w) F tP}. Atunci, din moment ce Rvii, v fie {w e W: (M, iV) F O ( J}. Astfel, din mu iti mea de lumi {iV,- },e n cel mult un numar finit de lumi {iVt-}<- <  , sunt in asa fel incat pentru fiecare w e (iV'C), {w e W: (kf, w) F DtP}, si v fie {iV e W: (M, iV) F DtP}. Prin urmare, daca и fie {iV e W: (.h'f, w) 1= tP}, atunci multimea mundana a lui DtPeste finita si v nu-i apartine. Dar sa presupunem acum ca n e {w e W: (M, w) 1= tP}. Atunci v e {w e W: (M, w) 1= □ tP), din moment ce и este singura lume pe care poate sa o vada v si и apartine multimii mundane a lui tP. Mai mult, din multimea de lumi {iV,-}; <= n cel mult un numar finit de lumi (iVC}C < ,  sunt in asa fel incat pentru fiecare w e {iVt), {iV e W: (kf. w) 1= DtP}. in consecinta, multimea mundana a lui DtP este multimea reuniune {iV,.) c < i U {v}, care este finita, din moment ce atat {iVC}c < ,  cat si {v} sunt finite, si v e {iVC jt < i U {v} (u nu poate fi o membra a multimii mundane a lui □ tP, din moment ce RniV,-, iar parametrii Cazului 1 sunt in asa fel fixati incat iV  fie {w e W: (M, iV) 1= tP}). Astfel, multimea mundana a lui O tP este finita si lumea v apartine acestei multimi. Prin urmare, nu decurge ca {w e W: (M, iV) 1= □ tP} e d", daca {iv e W: (M, w) 1= tP} e G'r, pentru ca apartenenta multimii mundane a lui DtP la multimea d" nu de curge din asumarea celui de-al doilea disjunct al disjunctiei cu doi membri cu care am incepu t aceasta demonstratie. in conscinfa, in general in acest Caz 1 nu exista nici o demonstrare ca daca {iV e W: (M, w) 1= tP} e G'v atunci {iV e W: (kf, w) 1= OtP} e G'v. Din moment ce 100 Cazul 1 este necesar iii structura generala a demonstratiei inductive pe care am incercat sa o dam aici, si din moment ce aceasta prezumtiva demonstratie a esuat, conchidem ca exista cel putin un caz in care desi {w e W: (M, w) 1= tP} e G'v, totusi {w e W: (M, w) 1= OtP} G". Singurul fel in care multimea G‘v a judecatilor admisibile poate fi facuta sa functioneze intr-o demonstratie a incompletitudinii lui VB cere o modificare a cadrului Гсаге sa produca un cadru Г care sa fie izomorf cu cadrul r. Astfel, daca cadrul rsuporta o operatie de ‘re-etichetare’ a unora dintre indicii sai, referitor la lumile u si v in asa fel incat v sa fie noua eticheta a indicelui etichetat и in si ii sa fie noua eticheta a indicelui etichetat v in atunci cadrul pe care-l generam pe aceasta cale este exct precum cadrul :rcu exceptia faptului ca in acest nou cadru v joaca rolul pe care in primul cadru il joaca u, iar и face treaba pe care v o face in r. Astfel, noul aranjament este = (W, R  unde W= (u, v, Wa, wj, w2, ..}, adica o multime denumerabila, care consta dintr-o colectie infinita de lumi {w, e N (N multimea numerelor naturale), si din doua alte lumi suplimentare и si v; si R = {<u, v>, <v, w>, <Wj, Wi>} pentru fiecare i,j e N, astfel incat i <j. Nu este greu sa verificam ca multimea G'v = (X c W: X este finita si v li!: X sau comp(X) este finita si v e X} va juca acelasi rol pe care-l joaca multimea G in demonstratia originala, cu conditia ca ceea ce utilizam sa fie un cadru, care in acest duplicat al demonstratiei incompletitudinii lui VB, in care folosim aceasta noua multime G'1' de judecati admisibile, este cadrul Г. Pana aici, am considerat toate posibilitatile de modificare ale multimii G din demonstratia originala, intr-un fel care sa fie consistent cu demonstrarea faptului ca 101 VB este incomplet. Am vazut ca nici una dintre acestea nu poate sa se deosebeasca drastic de multimea G. De fapt, am aratat ca are loc un rezultat ceva mai tare, anume ca o imagine a aranj amentului original pentru demonsinu'ea incompletitudinii lui VB treb ui e sa fie scufundata in oricare constru cti e de acest fel, care este potr ivita pentru scopurile acestei demonstratii. Aceasta intareste ideea ca oricare multime Г de judecati admisibile, care se deosebeste de multimea originala G din demonstratia incompletitudinii lui VB, este utilizabila intr-un duplicat al demonstratiei incompletitudinii lui VB daca si numai daca structura (cadrul), cu care este folosita m u l ti mea r, are scufundate in ea atat o imagine a multimii originale G cat si o imagine a c adru lui recesiv original Ceea ce emerge din aceasta lunga d i scuti e si analiza a tuturor cazurilor legate de cea de-a doua parte a demonstratiei de in completiudine a lui VB este o morala mai generala, asupra careia vreau sa atrag atentia la sfarsitul acestui capitol. Dupa cate pot sa-mi dau seama, aceasta morala corespunde foarte bine intentiei structurii generale a argumentului meu, pe care l-am dezvoltat in aceste pagini. lat-o: daca nu se foloseste o clasa de modele bazate pe un cadru-general, nu exista nici o metoda semantica prin care sa se poata arata ca o anumita formula care este valida in clasa tuturor cadrelor pentru un anumit sistem d at este cu toate acestea independenta fata de toate tezele acelui sistem, ceea ce face ca sistemul sa fie incomplet. Asadar, folosirea unui cadru-gen eral este n ecesara in structura globala a demonstratiei de incompl etitudine. Nici o clasa de cadre-Kripke nu n e va fi de folos aici in dem onstratia pe care urmarim sa o construim. in mod tipic, pentru o demonstratie de incompletitudine in logica modala, clasa de cadre-Kripke este necesara pentru a arata ca o anumita formula, care apartine unui anumit sistem, este valida in aceeasi clasa a tuturor cadrelor-Klipke in care toate tezele acelui sistem (incomplet) sunt valide. Atunci, nu se poate folosi 102 aceeasi clasa de cadre-Kripke pentru a arata ca acea formula nu are o proprietate semantica, pe care fiecare teza a sistemului incomplet o are. Deoarece nu exista nimic mai bun disponibil pentru a juca rolul de proprietate semantica prin care formulele sunt ‘legate’ de cadre, decat proprietatea unei formule de a fi valida intr-o anumita clasa de interpretari specificate. Astfel, pentru a putea sa concepem o astfel de proprietate care sa arate ca formula in chestiune nu este o teorema a sistemului modal incomplet, chiar daca formula este valida in toate acele cadre in care toate tezele sistemului sunt valide, avem nevoie de un alt gen de structura, in care toate tezele sistemului incomplet sa fie valide, in timp ce formula in chestiune, si toate instantele ei substitutie, sa nu fie valide. in acest scop sunt necesare - si intervin in demonstratia noastra -st’uctura denumita ‘cadru-general’ si clasa de modele care se bazeaza pe acest cadru. Atunci, o alta chestiune care ne vine in mod firesc in minte este daca problema incompletitudinii modale nu este afectata, daca ceea ce intelegem acum prin caracterizarea unui sistem normal este aceea ca sistemul este corect si complet fata de o clasa de cadre-gene a e. Mai exact, intrebarea devine: este distinctia dintre sisteme modale complete si incomplete autentica, daca ceea ce intelegem acum prin formula valida este adevarul acelei formule in fiecare lume in fiecare model care este bazat pe un cadru-general intr-o clasa de astfel de cadre-generale? Raspunsul la aceasta intrebare este ca fiecare sistem normal se dovedeste a fi complet, daca prin validitate intelegem validitate intr-o clasa de cadre-generale. Pentru o schita a acestei demonstratii ca fiecare sistem modal normal este caracterizat de catre o clasa de cadre-generale, sa consideram mai intai modelul canonic al unui sistem modal normal arbitrar S. Sa luam cadrul (W, R) al modelului canonic al lui S si sa definim acum multimea G a judecatilor admisibile in W, ca fiind acea multime de submultimi de lumi din W astfel incat exista cel putin o propozitie (J 103 a carei multime mundana este exact o membra a lui G. in mod formal, G = {X W: (3u)({w e W: (M. w) 1= u} := X)}. Afirmatia pe care o facem acum este: daca cadrul-general s= (iV, R, G) este generat prin adaugarea multimii G, definita ca mai inainte, la cadrul (iV, R) al modelului canonic al lui S, atunci cadrul-general s va caracteriza pe S. si din moment ce S este un sistem arbitrar, rezultatul pe care l-am obtinut este ca fiecare sistem normal este caracterizat de catre clasa cadrelor-generale pentru acel sistem. si intr-adevar, ar fi suficient ca S sa fie caracterizat de catre multimea unitate, alcatuita din cadrul-general, generat in felul aratat inainte pe baza cadrului modelului canonic al lui S, pl us mult imea tuturor multimilor m un dane ale fiecarei mu iti mi S-consistente de propozitii. Nu este dificil sa sesizam temeiurile acestei afirmatii. Mai intai, S este corect fata de multimea unitate adica fiecare secventa S-derivabila este s-valida. Adaugarea lui G la cadrul-Kripke al modelului canonic al lui S are efectul ca pentru fiecare S-secventa exista o multime in G, care este multimea mundana a acelei secvente. Deci, fiecare cadru-general astfel generat din cadrul-Kripke al modelului canonic al lui S va fi un cadru-general pentru S, ceea ce inseamna ca S este corect fata de acel cadru general. Mai mult, chiar sisteme iincomplete intr-un sens absolut, adica sisteme incomplete fata de orice clasa de cadre-Kripke, sunt totusi corecte fata de o anumita clasa de cadre-Kripke. Problema pe care o ridica acele sisteme este ca ele nu sunt complete fata de nici o clasa de cadre-Kripke fata de care ele sunt corecte. Asadar, aspectul central al cazului pe care-l consideram aici, anume rezultate de caracterizare in cadre-generale, este acela de a arata ca fiecare sistem normal corect fata de o clasa de cadre-generale va fi, de asemenea, complet fata de acea clasa de cadre-generale. Nu este foarte greu sa observam ca teorema lui Henkin este valabila pentru fiecare sistem normal S, daca ceea ce intelegem acum in demonstratie prin 104 ‘cadru’ este ‘cadru-general’. Astfel, pentru fiecare multime S-consistenta de propozitii i exista un model verificator in multimea G. Este suficient sa stipulam ca (j este conjunctia tuturor propozitiilor dintr-o multime S-consistenta de propozitii. Atunci (j trebuie sa aiba o multime mundana in multimea G a judecatilor admisibile. Din moment ce multimea S-consistenta de propozitii a fost aleasa in mod arbitrar, fiecare astfel de multime trebuie sa aiba un model, care este multimea ei mundana, in multimea G. Prin urmare, fiecare multime S-consistenta de propozitii este verificabila de catre o multime sau alta din G. in consecinta, fiecare sistem normal va fi caracterizat de catre cadrul-general, construit pe cadrul modelului sau canonic, prin adaugarea multimii G a judecatilor admisibile, multime definita in felul aratat mai inainte. Astfel, S va fi complet intr-un sens absolut si din moment ce S este un sistem arbitrar, aceasta inseamna ca fiecare sistem normal este complet, daca prin formula valida a lui S intelegem formula valida in clasa cadrelor generale fata de care S este corect. Pentru a rezuma una dintre temele directoare ale acestui capitol, voi prezenta urmatorul tabel, care este construit pentru a servi ca un ghid pentru corelatia dintre completitudinea incompletitudinea unui sistem modal normal si notiunea de formula modala valida care este adoptata. Acest ghid indica faptul ca proprietatea incompletitudinii se aplica unui sistem modal normal, daca se aplica in general, numai daca ceea ce se intelege prin validitate este validitatea intr-o clasa de cadre-Kripke. 105 Este S un sistem modal normal? Fiecare astfel de sistem S este complet .. numai daca VALiDiTATE inseamna- DA DA Validitate in clasa tuturor modelelor pentru S DA DA Validitate in clasa cadrelor-generale fata de care S este corect DA Exista sisteme modale normale incomplete S .. si VALiDiTATE inseamna DA Validitate in cl as a catirelor-Kripke fata de care S este corect in capitolul urmator vom explica acest fenomen modal al incompletitudinii semantice. Se va dovedi ca departe de a fi un puzzle curios si nesemnificativ, lipsit de orice interes teoretic, incompletitudinea modala este foarte bine oglindita de catre un fenomen similar, si poate mai profund si fundamental, care apare in logica non-modala de ordinul al doilea si care este legat de puterea expresiva a limbajelor de ordinul al doilea. si dupa cum vom putea vedea, distinctia modala completitudine incompletitudine, care este generata de considerarea relatiei dintre anumite sisteme si oricare clasa de cadre-Kripke, fata de care aceste sisteme sunt corecte, si care depinde, de asemenea, de cardinalitatea multimilor de judecati admisibile, are un omolog in logica de ordinul al doilea. intrucat, daca sistemele de ordinul al doilea sunt sau nu sunt complete incomplete se va dovedi a depinde in mod crucial de tipul de interpretare care este specificat pentru ele: sau o interpretare care nu este restrictionata la o submultime proprie a intregii multimi a tuturor 106 submultimilor formate din elementele luate din domeniul D al interpretarii, sau, altfel, o interpretare care este restrictionata in felul acesta. in primul caz, acel sistem corect de ordinul al doilea este cu necesitate incomplet fata de oricare interpretare care-1 face corect, in timp ce in cel de-al doilea caz, sistemul va fi complet. Capitolul 3. incompletitudinea modala ca fenomen de ordinul al doilea Acest capitol da o explicatie in logica de ordinul al doilea existentei sistemelor modale prepozitionale incomplete. in acest scop, mai intai voi face un sinopsis al semanticii si teoriei demonstratiei pentru logica de ordinul al doilea, in masura in care acestea sunt relevante pentru problema discutata aici. Principalul rezultat care este vizat este incompletitudinea oricarui sistem de deductie naturala de ordinul al doilea, care este corect fata de interpretarea (semantica) standard a limbajului acelui sistem. Se va arata, totodata, ca daca semantica de ordinul al doilea pentru limbajul unui sistem de deductie naturala este non-standard (semantica Henkin), atunci caracteristica incompletitudinii dispare si exista sisteme de deductie naturala corecte care sunt complete fata de acea interpretare non-standard. Voi desfasura apoi principalul argument pentru conceptul incompletitudinii modale ca fenomen de ordinul al doilea. Principala teza a argumentului este ca forta expresiei cuantificationale  fiecare model bazat pe un cadru', care apare in definitia validitatii modale (a unei multimi de formule) intr-o clasa de cadre, este aceea a unui cuantor universal de ordinul al doilea. Mai precis, o formula modala va conta ca formula valida intr-o clasa de cadre, daca formula devine adevarata pentru fiecare atribuire de multimi de lumi din domeniul W al interpretarii, pentru fiecare litera-propozitie care apare in formula. Expresia tocmai italicizata contine expresia cuantificationala fiecare atribuire de multimi de lumi', care este un cuantor de 109 ordinul al doilea al carui domeniu este multimea tuturor submultimilor de lumi iv luate din domeniul Wal interpretarii. Distinctia care poate fi trasata in logica de ordinul al doilea intre sisteme de deductie naturala corecte complete si respectiv incomplete reflecta distinctia corespunzatoare dintre semanticile standard si respecctiv non-standard pentru limbaje de ordinul al doilea. Prima distinctie oglindeste foarte bine, si, dupa cum cred eu, ea este principala ratiune a distinctiei modale corespunzatoare dintre bine-cunoscutele sisteme modale propozitionale corecte si complete, precum K, T, S4, B, sau S5, si sistemele modale propozitionale corecte si incomplete, precum sistemul VB din capitolul precedent. Ceea ce corespunde in logica modala interpretarilor de ordinul al doilea standard sunt cadrele si sau modelele-Kripke, in timp ce interpretarilor de ordinul al doilea non-standard le corespund cadrele si sau modelele-generale. Un cadru-Kripke este pentru un limbaj modal ceea ce o interpretare de ordinul al doilea standard este pentru un limbaj de ordinul al doilea, iar un cadru-general este pentru un limbaj modal ceea ce o interpretare non-standard (Henkin) este pentru un limbaj de ordinul al doilea. Prin aceasta analogie urmaresc sa exploatez in scopuri explicative caracteristicile esentiale ale urmatoarei situatii: daca conceptul de interpretare modala cu care lucram este acela al unei clase de cadre-generale, exista sisteme modale normale corecte care sunt complete fata de o clasa anumita de cadre-generale (in mod tipic, fata de o clasa de cadre a carei relatie de accesibilitate satisface anumite conditii structurale care determina corectitudinea sistemului). Omologul de ordinul al doilea al acestui rezultat modal este ca ori de cate ori interpretarea de ordinul al doilea este o interpretare non-standard (interpretare Henkin) pentru limbajul de ordinul al doilea al unui sistem de deductie naturala corect, vor exista sisteme care sunt, de asemenea, 110 complete. Pe de alta parte, daca interpretarea modala este construita prin cadre-Kripke, atunci distinctia dintre sisteme normale complete si incomplete este o distinctie autentica. Totodata, pe linia logicii de ordinul al doilea, daca interpretarea de ordinul al doilea pentru limbajul de ordinul al doilea al unui sistem de deductie naturala este o interpretare standard, atunci fiecare astfel de sistem de deductie naturala pentru o logica de ordinul al doilea va fi incomplet. Prin urmare, analogia inceteaza exact in punctul in care, in cazul modal, avem fie sisteme normale corecte complete fie sisteme normale corecte incomplete, daca interpretarea semantica este asigurata prin cadre-Kripke corespunzatoare, in timp ce in cazul logicii de ordinul al doilea fiecare sistem demonstrativ de ordinul al doilea, care este corect fata de interpretarea de ordinul al doilea standard, este in mod necesar incomplet fata de aceeasi interpretare. Asadar, in logica de ordinul al doilea standard nu exista nici un analog pentru cazul completitudinii modale, deoarece nu exista nici un sistem de ordinul al doilea corect fata de interpretarea de ordinul al doilea standard, care sa fie, de asemenea, complet. Deci, o problema de rezolvat pentru explicatia pe care o construiesc aici pentru incompletitudinea modala prin intennediul incompletitudinii de ordinul al doilea este aceea a conferirii unui sens si faptului ca exista sisteme modale complete, alaturi de acelea care sunt incomplete. iata in continuare o schita a argumentului pe care-l voi dezvolta mai departe si care mizeaza pe notiunea ca reducerea sistemelor modale la sisteme de ordinul al doilea este totusi eficienta pentru intelegerea incompletitudinii modale, chiar daca aceeasi procedura recursiva pentru reducerea sistemelor modale la sisteme de ordinul al doilea poate fi aplicata, de asemenea, sistemelor modale complete, care vor fi puse si ele in corespondenta cu structuri de ordinul al doilea. Astfel, cand se spune ca logica de ordinul al doilea este incompleta, ceea ce avem in minte, in primul rand, este 111 ca nu exista nici un sistem deductiv de ordinul al doilea care sa fie deopotriva corect si complet fata de semantica standard pentru logica de ordinul al doilea. Acum, ceea ce ne-am putea astepta sa descoperim in cazul traducerii sistemelor modale complete in omoloagele lor de ordinul al doilea este ceva de felul urmator: dupa ce traducem axiomele si regulile de transformare ale unui sistem modal de felul acesta in notatiile logice de ordinul al doilea corespunzatoare celor modale si simulam sistemul modal complet in omologul sau de ordinul al doilea, completitudinea acelui sistem modal revine la faptul ca toate propozitiile de ordinul al doilea care sunt consecinte semantice ale omoloagelor de ordinul al doilea ale axiomelor acelui sistem modal sunt exact omoloagele de ordinul al doilea ale propozitiilor modale care sunt consecintele deductive in acel sistem modal complet, adica, altfel spus, sunt exact omoloagele de ordinul al doilea ale teoremelor acelui sistem modal complet. Vorbind intr-un fel aproximativ, orice poate fi inferat intr-un sistem logic de ordinul al doilea din traducerile de ordinul al doilea ale axiomelor unui sistem modal complet, folosind omoloagele de ordinul al doilea ale regulilor de transformare ale acelui sistem modal, este o omoloaga a unei teoreme a acelui sistem modal complet. Pe de alta parte, in cazul unui sistem modal incomplet situatia care se obtine este, in mare vorbind, de felul urmator: incepem cu traducerile de ordinul al doilea ale axiomelor si regulilor de transformare ale unui sistem' modal incomplet. incompletitudinea sistemului va consta, atunci, in existenta unor consecinte logice (semantice) ale omoloagelor de ordinul al doilea ale axiomelor modale, care pot fi inferate folosind omoloage de ordinul al doilea ale regulilor modale de transformare, dar care sunt de asa natura incat ele nu sunt omoloage ale nici unei teoreme modale ale acelui sistem modal incomplet. Prin urmare, exista o propozitie de ordinul al doilea, care este traducerea unei anumite propozitii modale, in acord cu scheme 112 recursive de traducere din limbajul acelui sistem modal in limbajul unui sistem de ordinul al doilea, si care este valida in clasa structurilor de ordinul al doilea, structuri care sunt omoloagele cadrelor in raport cu care sistemul modal incomplet este corect, si care propozitie este de asa fel incat omoloaga sa modala nu este derivabla in acel sistem modal incomplet. in consecinta, acel sistem modal nu este complet fata de clasa cadrelor pentru acel sistem, cu alte cuvinte, fata de acea clasa de cadre fata de care sistemul este corect. Astfel, sistemul nu este caracterizabil si este incomplet intr-un sens absolut. O schita a logicii de ordinul al doilea Pentru scopurile noastre de aici, anume acelea de a da o explicatie bazata pe logica de ordinul al doilea fenomenului incompletitudinii din logica modala, este momentul acum sa prezentam o schita a logicii de ordinul al doilea.1 istoria reala a logicii matematice moderne a fost motivata si modelata, in prmul rand, de catre nevoia de a intelege structura rationamentelor aplicate conceptelor matematice. Deoarece studiul acesta poate fi realizat in mod potrivit in logicile de ordin superior, logica de ordinul al doilea, fiind una dintre aceste logici, este mai apta decat logica de ordinul intai sa trateze probleme logice care sunt generate de catre practica matematica. Totusi, exista deosebiri importante intre logica de ordinul intai si logica de ordinul al doilea in privinta semanticii si a teoriei demonstratiei. Aceste aspecte ’ Pentru aceasta schita a logicii de ordinul al doilea, cf. Boolos, George si Jeffrey, Richard Computabilit and Logic. Editia a treia, Cambridge University Press, 1989, capitolul 18, pg. 197-206; Forbes, Graeme An introduction to Modal Logic, Tulane University, 1994; Manzano, Maria Extensions of First Order Logic, Cambridge Tracts in Theoretical Computer Science 19, Camb ridge Uni versity Press, 1996; Shapiro, Stewart ’Second-Order Logic, Foundations, and Rules', The Journal of Philosophy, vol. LXXXVii, numarul 5, 1990, pg. 234-261; Shapiro, Stewart Foundations Without Fotindationalism. A Case for Second Order Logic, Clarendon Press, Oxford, 1991. 113 prin care se deosebesc cele doua tipuri de logici fac sa para ca logica de ordinul al doilea este mai putin ‘manipulabila’ decat logica de ordinul intai. Astfel, pentru a mentiona numai cele mai relevante aspecte care motiveaza opinia larg raspandita ca logica de ordinul intai este mai inteligibila atat din punct de vedere tehnic cat si filosofic decat logica de ordinul al doilea, iata o lista a acelor fapte care fac ca aceasta diferenta sa apara ca fiind dramatica. (1) Logica de ordinul al doilea este incompleta, sau mai precis, oricare colectie de reguli de inferenta pentru o logica de ordinul al doilea care sunt corecte fata de interpretarea de ordinul al doilea standard pentru limbajul acelei logici este in mod necesar incompleta fata de clasa formulelor vali de, a caror validitate este determinata de catre aceeasi interpretare standard de ordinul al doilea. Ca sa formulam aceeasi idee cu alte cuvinte, nu exista nici un test efectiv pentru validitatea propozitiilor de ordinul al doilea. (2) Teorema compactitatii nu este valabila in logica de ordinul al doilea, pentru ca exista o multime de propozitii care este enumerabila si nerealizabila, astfel incat fiecare submultime finita a acestei multimi este realizabila si una dintre acele propozitii este o propozitie de ordinul al doilea. (3) ' Teorema Lowenheim-Skolem nu este valabila: exista o propozitie de ordinul al doilea ale carei modele sunt exact acele interpretari care au domenii non-enumerable. (4) Nu exista nici un model non-standard pentru aritmetica de ordinul al doilea, aritmetica al carei limbaj este obtinut prin adaugarea unui vocabular non-logic specific limbaj ului logicii de ordinul al doilea. Altfel spus, oricare interpretare pentru limbajul aritmeticii de ordinul al doilea este un model al lui daca si numai daca interpretarea este izomorfa cu modelul standard .N 114 (5) Exista o propozitie de ordinul al doilea ale carei consecinte (de ordinul intai si de ordinul al doilea) in L sunt exact propozitiile adevarate in N. (6) Teorema lui Tarski a nedefinibilitatii adevarului nu este valabila in logica de ordinul al doilea. Adevarul aritmetic este definibil in logica de ordinul al doilea, deoarece exista o formula de ordinul al doilea care este adevarata in .iV despre exact numerele Godel ale propozitiilor de ordinul intai adevarate in N. Se poate observa ca au existat multe temeiuri tehnice pentru a adopta, in mod traditional, punctul de vedere ca logica de ordinul intai este mai tratabila decat logica de ordinul al doilea. (Temeiurile filosofice vor fi discutate in capitolul urmator.) Drept urmare, in masura in care logica de ordinul al doilea a fost folosita in vreun fel, in mod deosebit in studiile fundationale din matematica, ea a fost considerata de obicei o extindere a logicii de ordinul intai. Din acest punct de vedere, aproape ca nimeni nu considera ca logica de ordinul intai este un ‘caz limita' pentru logica de ordinul al doilea. si exact acesta ar fi putut sa fie gandul care sa apara cu claritate oricui ajungea sa-si dea seama ca motivatia reala pentru a face logica matematica este studiul conceptelor si al principiilor utilizate in matematica, studiu pentru care logica de ordinul al doilea si nu cea de ordinul intai este instrumentul mai potrivit. in consecinta, daca concepem logica de ordinul al doilea ca pe o extindere a . logicii de ordinul intai, trebuie sa pornim de la limbajul logicii de ordinul intai si de la o interpretare a acestuia si apoi sa adaugam elementele de care este nevoie pentru a obtine o logica de ordinul al doilea. De fapt, in logica de ordinul al doilea standard, sau 'reala', nu se va produce nici o modificare, nici a notiunii de limbaj si nici a aceleia de interpretare, exceptand faptul ca vom avea nevoie de noi clauze de evaluare pentru propozitiile cuantificate de ordinul al doilea. Astfel, un limbaj este tot ceea ce se stie ca este un limbaj in logica de ordinul intai, anume o multime enumerabila de 115 simboluri non-logice. De asemenea, o interpretare pentru limbajul logicii de ordinul al doilea este aceiasi gen de structura ca si in logica de ordinul intai. Se poate obtine un limbaj de ordinul al doilea, daca se largesc conceptele de formula si de propozitie care se folosesc in logica de ordinul intai. Pentru a face ( ceasta, trebuie sa operam o schimbare si sa adaugam lexiconului logicii de ordinul intai unele multimi noi de variabile. Schimbarea afecteaza multimea literelor predicat n-adice, care urmeaza a fi interpretate in logica de ordinul al doilea drept constante predicat n-adice. Aceasta schimbare mai poate fi gandita, de asemenea, drept o extindere a categoriei de nume, deoarece in logica de ordinul al doilea, la constantele individuale, care sunt folosite ca nume ale obiectelor individuale in limbajul logicii de ordinul intai, se adauga constante predicat, care sunt folosite ca nume ale proprietatilor si relatiilor. Pentru a ilustra acest punct, putem considera constanta predicat diadica ‘R’, sau ‘ Acc’ (abreviere pentru ‘accesibilitate’). Aceasta constanta va fi folosita in traducerea canonica a limbajului logicii modale a propozitiilor intr-un limbaj care este esentialmente unul de ordinul al doilea. Aceasta constanta va denumi relatia binara de accesibilitate de la o lume la alta lume. Un alt exemplu mai familiar este constanta predicat diadica ‘e’ din limbajul teoriei multimilor, care numeste relatia binara de apartenenta. Lexiconul limbajului logicii de ordinul al doilea Ca urmare a adaugarii unor multimi noi de variabile de ordinul al doilea la limbajul logicii de ordinul intai, mai multe expresii vor fi considerate drept formule si propozitii. Exista trei genuri noi de variabile: (i) o multime de variabile functionale n-adice, (ii) o multime de variabile propozitionale, si (iii) o multime de variabile 116 predicat и-adice  pentru fiecare n e N. Toate variabilele din multimile enumerate aici urmeaza a fi adaugate la multimea simbolurilor functionale, la multimea ZitereZor-propozitie si respectiv la multimea ZirereZor-predicat n-adice, care apartin limbajului logicii de ordinul intai. De obicei, un superscript va indica gradul, sau numarul de locuri pentru obiectele corespunzatoare fiecarei variabile de ordinul al doilea. Astfel, simbolurile ‘X7’ , ‘X2’ , f h, si cf2’ stau pentru o variabila-predicat monadica, o variabila-relatie binara, o variabila-functie unara si respectiv pentru o variabila-functie binara. Putem cauta o simplificare a acestui limbaj, deoarece nu toate elementele la care ne-am referit aici vor avea importanta teoretica in explicatia careia ii este consacrat acest capitol. Astfel, ne putem dispensa de multimea variabilelor-functie n-adice, deoarece o modalitate alternativa de a introduce limbajul logicii de ordinul al doilea, rara nici o pierdere de generalitate, ar fi aceea de a introduce numai varZabzle-relatie de oricare grad, si apoi de a lasa ca fiecare variabila-relatie n+7-adica sa serveasca drept surogat pentru variabile-functie n-adice: daca F"+1 este oricare astfel de variabila-relatie, atunci propozitia deschisa (Vx;). .(Vx")(3  y}Fxh.xny indica faptul ca F poate fi racut sa serveasca drept "reprezentant" pentru o variabila-functie n-adica, ". 2 Distinctia dintre litere predicat si variabile predicat se va dovedi a fi mai mult decat o simpla chestiune de subtilitate sintactica. Asa cum se va vedea in capitolul 4, afirmatiile lui Quine impotriva logicii de ordinul al doilea se bizuie masiv pe caracterul neadecvat al interpretarii literelor predicat schematice drept variab ile predicat. Sintaxa limbajului logicii de ordinul al doilea Sintaxa limbajului logicii de ordinul al doilea o extinde pe aceea a limbajului logicii de ordinul intai. Altfel spus, definitia inductiva a formulelor bine formate (fuf-uri pe scurt) din logica de ordinul intai este imbogatita cu unele clauze noi, care sunt concepute pentru a face loc noilor itemi din lexiconul logicii de ordinul al doilea. Mai intai, extindem notiunea de termen (sa ne reamintim ca in logica de ordinul intai, printr-un termen intelegem sau o variabila-individ, sau o constanta-individ, sau un simbol-functie n-adic urmat de n variabile sau constante) astfel incat in logica de ordinul al doilea termen inseamna urmatorul lucru: (termen 2) Daca " este o variabila-functie n-adica si ti,..,t" este un sir de n termeni, atunci (t; t") este un termen. Apoi, pentru a permite noilor itemi din lexiconul logicii de ordinul al doilea sa apara in formule, extindem, de asemenea, notiunea de fonnula: variabilele-functie, variabilele-propozitie si variabilele-predicat pot sa apara in acele pozitii in formule, unde in formulele de ordinul intai li se permite se apara numai simbolurilor-functie, literelor-propozitie si respectiv literelor-predicat. Facem, de asemenea, loc noilor genuri de variabile in domeniul de cuantificare al cuantorilor (de ordinul al doilea) ‘V2’ si ‘32’. (Ne vom dispensa, insa, de superscriptul l2, ori de cate ori contextul face clar ca este vorba de cuantori de ordinul al doilea.) Astfel, clauza de ordinul intai care stabileste pentru oricare litera-predicat n-adica it si n tenneni ti,..,in, ca ati in este o fbf trebuie modificata pentru a face 118 loc atat nume or-predicat n-adice, cat si variabilelor-predicat. in mod corespunzator, clauza (j-at) pentru sintaxa limbajului logicii de ordinul al doilea va avea continutul: (j-at2) pentru fiecare nume-predicat n-adic R" si fiecare variabila-predicat n-adica X" si n termeni ti t", atat Rti,..,t" cat si Xti,.,,t" sunt fuf-uri. (Un termen este sau o variabila-individ, sau o constanta-individ.) Clauza (j-q) pentru cuantorii de ordinul intai trebuie redenumita (j-ql), si o noua clauza (j-q2) trebuie adaugata pentru cuantorii de ordinul al doilea: (j-q2): Daca este o fuf deschisa cu toate ocurentele variabilei-functie n-adice 1 libere, lPp este o fuf deschisa cu toate ocurentele variabilei-propozitie p libere, si ФХп este o fuf deschisa cu toate ocurentele variabilei-predicat n-adice X' libere, atunci f'dp'iPp r(VX")( JX"1 si г(3  r(3p)1Pp1, si respectiv r(3X") ФХ’  sunt toate fuf-uri. Definitia pentru ‘ocurente libere' si 'ocurente legate' pentru genurile noi de variabile ramane aceeasi precum in cazul logicii de ordinul intai. Ca intotdeauna, propozitiile sunt formule in care nici o variabila (-individ, -functie, -propozitie, sau -predicat) nu are aparitie libera. O formula de ordinul al doilea va fi o formula in care apare cel putin o variabila-functie (-propozitie, sau -predicat), iar o propozitie de ordinul al doilea, desigur, va fi o formula de ordinul al doilea cu nici o ocurenta a vreunei variabile libere. Efectul global al acestei sintaxe este, in mod evident, acela de a permite cuantificarea proprietatilor si relatiilor. Mai mult, aceasta este caracteristica definitorie a limbajului logicii de ordinul al doilea, spre deosebire de limbajul logicii de ordinul intai, in care este permisa numai cuantificarea asupra indivizilor. Astfel, pentru a lua un exemplu foarte simplu, propozitia 'Fiecare obiect are cel putin o proprietate' nu poate fi simbolizata, daca nu se foloseste limbajul logicii de ordinul al 119 doilea, iar intr-un astfel de limbaj o putem simboliza prin ‘(Vx)(3F)Fx’. (Este evident ca logica de ordinul al doilea are o putere expresiva care este inaccesibila logicii de ordinul intai.) Semantici pentru limbajul logicii de ordinul al doilea in mod fundamental, conceptul de interpretare in logica de ordinul al doilea este similar aceluia din logica de ordinul intai. Pentru scopul principalului argument din acest capitol, voi prezenta doua genuri distincte de interpretare pentru limbajul logicii de ordinul al doilea: interpretarea standard pentru logica de ordinul al doilea ‘reala’ si apoi interpretarea Henkin (sau generala) pentru logica de ordinul al doilea. Se va dovedi ca logica de ordinul al doilea diverge drastic fata de logica de ordinul intai, numai in masura in care interpretarea cu care operam este interpretarea standard. in timp ce, daca interpretarea pe care o construim pentru limbajul logicii de ordinul al doilea este interpretarea Henkin, atunci in acest caz multe rezultate importante din logica de ordinul intai se conserva. in particular, suntem interesati in primul rand in a arata ca fiecare colectie de reguli de ordinul al doilea corecte este in mod necesar incompleta fata de interpretarea standard. Totusi, acest caz nu se produce atunci cand trecem la o interpretare Henkin, deoarece exista cel putin o colectie de reguli de ordinul al doilea corecte, care este completa fata de aceasta interpretare din urma. Voi schita acum doua sisteme semantice model-teoretice distincte pentru logica de ordinul al doilea, si anume semantica standard si semantica Henkin (generala). in general, un model standard pentru limbajul logicii de ordinul al doilea este exact precum o structura (model) de ordinul intai, in care domeniul de discurs al cuantorilor de ordinul al doilea, sau in mod alternativ domeniul de obiecte asignabile 120 variabilelor-predicat, sunt toate sub mu iti mi l e, relatiile, s. a. m. d. ale domeniului de indivizi ai acelei interpretari. Contrar conceptului modelului standard, intr-un model Henkin (general), domeniul cuantorilor de ordinul al doilea este restrictionat la anumite muitimi de submultimi, relatii, s. a. m. d. luate din domeniul interpretarii, care sunt semnalate de la inceput drept domeniul intentionat la care sunt relativizati acei cuantori. De fapt, ace asta revine la a aborda logica de ordinul al doilea ca pe o logica multi-sortata, in al carei limbaj exista sorturi pentru indivizi, predicate monadice, predicate diadice, etc. in acest caz din urma, ceea ce se obtine este o varianta notati onal a a logicii de ordinul intai si nu este surprinzator ca atunci cand este abordata in felul acesta, logica de ordinul al doilea este tratabila prin aceleasi metode ale logicii de ordinul intai, ceea ce va produce rezultatele mctalogice atat de familiare din logica de ordinul intai. Astfel, avand in vedere diferentele substantiale dintre logica de ordinul intai si logica de ordinul al doilea, merita sa facem observatia ca lista de itemi de la paginile 114-115 este o caracterizare a logic ii de ordinul al doilea doar in cazul in care semantica pentru limbajul acelei logici este semantica standard. Nici una dintre diferentele din aceasta lista intre logica de ordinul intai si logica de ordinul a l doilea nu apare, insa, daca lucram in schim b cu semantica Henkin. Sa adaugam dintru inceput o lamurire generala a conceptiei subiacente despre proprietati si relatii. Deoarece trasatura distinctiva a limbajelor de ordinul al doilea este cuantificarea asupra variabilelor-predicat n-adice, pentru fiecare n e N,3 in toata expunerea mea, voi lua ca fiind de la sine inteleasa conceptia extensionala standard despre proprietate ca fiind acel gen de entitate car e este identificata cu o multime de obiecte care instantiaza acea proprietate. Asadar, in logica de ordinul al doilea, o proprietate este doar o submultime a domeniului interpretarii de ordinul al doilea. De 3 in continuare, voi ignora variabilele-propozitie, pentru ca ele nu joaca nici un rol in explicatia pe care o construiesc aici. 121 asemenea, o relatie binara este o submultime de perechi de obiecte luate din domeniu, s. a. m. d. Semantica standard pentru limbajul logicii de ordinul al doilea Un model standard pentru un limbaj al logicii de ordinul al doilea este, in mod fundamental, acelasi gen de structura precum un model pentru un limbaj de ordinul intai, si anume o pereche <D, > unde D este domeniu  modelului (o multime de obiecte), iar 1 este o functie de interpretare care da clauze de evaluare pentru fiecare conector logic (aceeasi evaluare pentru fiecare model) si atribuie fiecarui simbol non-logic din limbaj genuri corespunzatoare de obiecte, construite din obiectele care apartin lui D. Pentru a fi mai specifici asupra acestui punct, trebuie sa adaugam ca semantica de ordinul al doilea standard se afla in aceeasi categorie cu semantica pentru limbajul logicii de ordinul intai, in virtutea faptului ca domeniul ambelor este de acelasi tip, si anume o multime de obiecte individuale. Asadar, prin fixarea unui domeniu D, multimea obiectelor asignabile atat variabilelor de ordinul intai cat si variabilelor de ordinul al doilea este stabilita. Functia 1 va avea grija, ca sa spunem asa, de atribuirea unui obiect, in mod corespunzator construit din obiectele luate din D, fiecarui simbol non-logic. Pe de alta parte, semantica de ordinul al doilea standard se deosebeste in mod esential de semantica Henkin, in masura in care doar in cazul acesteia din urma, si nu si in cazul celei dintai, trebuie sa impartim domeniul interpretarii in multimi separate: una pentru variabilele de ordinul intai (variabilele-individ) si una pentru variabilele de ordinul al doilea (variabilele-propozitie, variabilele-functie n-adice si variabilele-predicat n-adice), pentru oricare n e N. 122 Semantica standard stil-Tarski pentru un limbaj de ordinul al do.ilea va consta dintr-o extindere a conceptului de model de ordinul intai pentru limbajul logicii de ordinul intai in felul pe care-l explicam in continuare: Un model standard al unui limbaj pentru logica de ordinul al doilea, care contine cel putin o variabila de ordinul al doilea, este o structura <D,!>, in care D este o multime de obiecte si 1 este o functie-interpretare. O atribuire (asignare) pentru variabile este o fUnctie de la fiecare variabila de ordinul intai si de ordinul al doilea la elemente luate din D. Astfel, o atribuire pentru variabile va asigna un membru al lui D fiecarei variabile de ordinul intai, o functie de la D" la D fiecarei variabile-functie n-adice si o submultime a lui D" fiecarei variabile-relatie n-adice. in masura in care vrem sa infatisam diferenta principala dintre semantica standard si semantica Henkin (despre care voi avea mai multe de spus mai tarziu, dupa ce voi fi prezentat si semantica Henkin), sa remarcam ca in semantica standard, o atribuire pentru o variabila-predicat n-adica X" intr-un limbaj de ordinul al dolea este o functie de la X' la multimea tuturor n-tuplurilor luate din D, adica multimea putere a lui D". Fie acum M = <D, > un model si s o asignare pe M. Denotatul variabilei-functie n-adice }t],. ,,t") in Ai sub asignarea s este valoarea functiei s(j') in Ai la sirul de membri ai lui D denotati de catre fiecare termen t, in Ai sub s. (Functia-denotare pentru termenii limbajului logicii de ordinul al doilea se obtine in mod direct din omologul sau de ordinul intai.) Satisfacerea va fi acelasi gen de relatie intre modele, asignari si formule, precum in logica de ordinul intai, si vom obtine definitia inductiva proprie pentru conceptul de formula de ordinul al doilea adevarata intr-un model Msub asignarea s, adaugand urmatoarele trei noi clauze pentru o formula atomara de ordinul al doilea, o 123 cuantificare universala de ordinul al doilea asupra variabilelor-functie si respectiv o cuantificare universala de ordinul al doilea asupra variabilelor-predicat. Astfel, (i5) Daca X" este o variab'ila-predicat n-adica si ti,..,t" este o secventa de ii termeni, atunci M, s X"ti,..,t" ddaca secventa de membri ai lui D denotati de catre fiecare ti, 1 i n, sub asignarea s este un element al lui s(X"). (П5) M, s Ф ddaca M, s' pentru fiecare asignare s' care este exact precum s la fiecare variabila, exceptand posibil . (ms) M, s ( 7'X)ddaca M, s' pentru fiecare asignare s' care este exact precum s la fiecare variabila exceptand posibil X. in virtutea inter-definibilitatii lui ’3’ si 'V, clauzele corespunzatoare pentru si pot fi derivate cu usurinta din clauzele (ii5) si (ms) de mai sus. Semantica-Henkin pentru limbajul logicii de ordinul al doilea Cea de-a doua semantica pentru limbajul logicii de ordinul al doilea este semantica-Henkin. Trasatura distinctiva a ei este ca variabilelor-predicat n-adice si variabilelor-functie n-adice pot sa li se asigneze obiecte din submultimi stricte ale lui D" si respectiv D" x D. Cu alte cuvinte, domeniul de obiecte de asignare al fiecarei variabile-predicat si variabile-functie este o submultime fixata de relatii si de functii din domeniul interpretarii, care se poate foarte bine sa nu includa toate relatiile si toate functiile de pe D" si respectiv D" x D. Un model-Henkin este un 4-tuplu = <D,D*,F,1> in care D si 1 sunt domeniul modelului si respectiv o functie-interpretare pentru vocabularul non-logic al limbajului. itemii noi din acest gen nou de model, anume D* si F, sunt o secventa de 124 multimi de relatii pe D", si respectiv o secventa de multimi de functii pe D" x D. Astfel, pentru fiecare n e N finit, D*(n) este o submultime nevida a multimii putere a lui D", iar F(n) este o submultime nevida a multimii de- functii de la D" la D. ideea intuitiva subiacenta acestei constructii a unui model-Henkin este ca variabilelor-predicat n-adice li se asigneaza obiecte din si variabilelor-functie n-adice obiecte din F(n). O atribuire pentru variabile pe un model-Henkin se deosebeste in mod semnificativ de omoloaga sa dintr-un model-standard. Desi este inca o functie care face sa corespunda variabilelor de ordinul intai membri ai lui D, ea variaza in mod esential fata de ceea ce este o atribuire pentru variabile pe un model-standard in ceea ce priveste variabilele-predicat si variabilele-functie. Astfel, o atribuire de variabile pe un model-Henkin pune in corelatie fiecare variabila-predicat n-adica cu un membru al lui D*(n), care, asa cum am remarcat deja, poate sa fie o submultime proprie a multimii putere a lui D", si fiecare variabila-functie n-adica cu un membru al lui F(n), care, de asemenea, poate sa fie o submultime proprie a colectiei functiilor de la D" la D. Partea componenta a semanticii-Henkin care se adauga elementelor deja prezentate este in mod fundamental identica semanticii-standard, exceptand, desigur, noua semnificatie pe care o capata ‘asignarea pentru variabile' in semantica-Henkin. Exista, asadar, patru clauze noi: (177) Fie = <D,D*,F,l> un model-Henkin si s o asignare pe  A-i". Denotatul lui f(ti,..,in) in este valoarea functiei s(j") la secventa de membri ai lui D care sunt referintele fiecarui termen ti, 1 i 11, pe ^M,, sub asignarea s. (П77) Daca X' este o variabila-predicat n-adica si ti,.. ,t" o secventa de temeni, atunci F X'th..,t" ddaca secventa de membri ai lui D care sunt referentii, in mod 125 corespunzator, ai fiecarui termen t,, 1 < i S n, pe sub asignarea s, este un element care apartine lui s(X"). (Ш11) hiN., s 1= (V1) Ф ddaca A-fi. s' 1= Ф pentru fiecare asignare s' pe care concorda cu s la fiecare variabila, exceptand posibil variabila  (iV11) hiN. s 1= (VX)tP ddaca hiN. s’ 1= Ф pentru fiecare asignare s' pe care concorda cu s la fiecare variabila, exceptand posibil variabila X. intreaga diferenta dintre semantica-standard si semantica-Henkin, adica intre clauzele (is) - (ills) prezentate cu 2 pagini in urma si clauzele (111) - (iV11) de aici, poate fi explicata in termenii semnificatiilor diferite care sunt atasate expresiei ‘fiecare asignare’ in (П11) si (iiis), pe de o parte, si in (ПІ11) si (iV11), pe de alta parte. in cazul semanticii-standard o asignare pentru o variabila-predicat n-adica si pentru o variabila-functie n-adica face in asa fel incat variabila sa parcurga intreaga multime putere a lui D", si respectiv colectia inturor functiilor de la Dn la D. in timp ce in cazul semanticii-Henkin colectia obiectelor asignate poate fi restrictionata doar la acele asignari care atribuie membri ai diferitelor D'dn), unde D*(n) c D", si ai diferitelor F(n), unde F(n) c D" x D, variabilelor de ordin superior, adica variabilelor-predicat n-adice si respectiv variabilelor-functie n-adice. Pentru a pune in evidenta intr-o maniera si mai clara diferenta relevanta dintre cele doua genuri de semantici pentru limbajul logicii de ordinul al doilea, sa privim mai indeaproape la aceeasi distinctie, trasata de data aceasta din perspectiva complementara a cuantorilor de ordinul al doilea. O imagine mai limpede poate fi obtinuta aici, daca inlocuim semantica stil-Tarski, bazata pe conceptul de asignare, cu o semantica bazata pe conceptul de schimbare a modelului, precum este semantica pe care o folosesc Boolos si Jeffery in cartea lor Computability and Logic (1974, 1989). 126 Ceea ce urmarim sa obtinem aici este o intelegere mai buna si mai usoara a punctului remarcat inainte, legat de diferenta de semnificatie a expresiei ‘asignare a unor obiecte corespunzatoare din D vocabularului non-logic', in cele doua genuri de semantici. Pentru aceasta sa consideram cuantificarea universala doar a unei variabile-predicat si sa aratam cum diverg conditiile de adevar al e acestui conector in cele doua semantici care ne preocupa aici, semantica-standard si semantica-Henkin. in cazul considerat aici, aparatul formal suplimentar de care este nevoie pentru semantica bazata pe conceptul de schimbare a modelului este o multime de litere-predicat. Fiecare litera-predicat urmeaza a lua locul unei ocurente libere corespunzatoare a unei variabile-predicat, care devine libera prin eliminarea cuantorului de ordinul al doilea care este evaluat. Aceasta noua multime de constante-predicat este ceruta exact de procedura care ne permite sa rezolvam problema evaluarii valorii de adevar a unei propozitii, care conti ne o ocurenta libera a unei variabile-predicat, intr-un tip de interpretare bazat pe conceptul de schimb are a modelului. Aceasta interpretare nu face apel la asignarea de obiecte din domeniul interpretarii ocurentelor libere ale variabilelor-predicat. Astfel, daca F este o formula in care poate sa apara o variabila-pre di cat n-adica libera X", iar R este o litera-predicat n-adica (un nume al unei proprietati), atunci FxR este propozitia (inchisa) care este obtinuta din F prin substituirea tuturor ocurentelor libere ale lui X in F cu R. Atunci .zR q; va fi interpretare a care se va deosebi de interpre tare a .z (daca se va deosebi) doar prin asignarea functiei caracteristice Ф lui R. Sa spunem, pe scurt, ca in general, functia caracteristica Ф a unei multimi S este acea functie care coreleaza in mod univoc obiectele pe care este definita Ф cu valoarea-de-adevar adevarul (’T1), daca si numai daca fiecare dintre acele obiecte apartine multimii S. 127 Acum, contrastul dintre interpretarea stan dard si interpretarea Henkin este bine pus in ev identa de catre urmatoarele doua perechi de clauze pentru cuantorul universal de ordinul al doilea in sem anti ca bazata pe schimbarea modelului: (Vs): = T daca   ttf.FXR) = T pentru fiecare functie caracteristica Ф care are numarul potrivit de argumente si este definitapeste tot pe domeniul lui Z. Z(( 7'X)F) = 1. daca  ttf.FxR) = 1. pentru cel putin o functie caracteristica Ф care are numarul potrivit de argu mente si este definita peste tot pe domeniul lui Z. Z(( 7'X)F) = T daca  ttf.FxR) = T pentru fiecare functie caracteristica Ф care are numarul potrivit de argumente si este definita pe o submultime a multimii putere a domeni u l ui lui Z. Z(( 7'X)F) = 1. daca  ttfFxR) = 1. pentru cel putin o functie caracteristica Ф care are numarul potrivit de argumente si este definita pe o submultime a multimii putere a domeniului lui Z. Cu alte cuvinte, forta expresiei 'pentru fiecare proprietate X', asa cum este relevata aceasta de catre clauzele (V5) in semantica standard, este aceea de a face ca cuantorul universal sa parcurga muitimea tuturor submultimilor cu un numar potrivit de obiecte luate din domeniu. in timp ce forta aceleiasi expresii, care este data de catre clauzele din semantica Henkin, este aceea de a face ca cuantorul universal sa parcurga 'mai putin' decat multime a tuturor submultimilor Asadar, in cazul semanticii Henkin, este admisibil, desi nu este obligatoriu, ca ' sa parcurga o submultime proprie a mu ltim ii putere a domeniului interpretarii. Ceea ce face ca oricare colectie de reguli pentru cuantorii de ordinul al doilea, care sunt corecti fata de interpretarea standard, sa fie incompleta fata de acea interpretare, in timp ce unele colectii de reguli pentru cuantorii de ordinul al doilea, care sunt corecti fata de interpretarea Henkin, sunt complete fata de acea interpretare, 128 este exact aceasta deosebire de semnificatie pe care cele doua genuri de semantici o ataseaza expresiei 'asignare de obiecte din domeniul interpretarii variabilelor libere de ordinul al doilea', sau, in mod alternativ, este diferenta de forta a expresiei 'pentru fiecare proprietate X'. inainte de a schita demonstratia acestor doua rezultate importante din logica de ordinul al doilea, sa privim putin inainte la motivatia nevoii de a le utiliza in argumentul nostru principal din acest capitol. ideea principala pentru care voi argumenta este aceea ca limbajul logicii modale a propozitiilor poate fi corelat cu limbajul logicii de ordinul al doilea. iar apoi, distinctia dintre sisteme modale normale-complete si sisteme modale normale incomplete, care este generata de catre notiunea de formula valida definita prin intermediul unei multimi de cadre-Kripke, poate fi explicata in termenii incompletitudinii oricarei multimi de reguli pentru cuantorii de ordinul al doilea, care sunt corecti fata de interpretarea de ordinul al doilea standard, adica in termenii incompletitudinii logicii de ordinul al doilea cu interpretare standard. Temeiul acestui fapt este acela ca semantica lumilor posibile pentru sistemele modale normale, care este bazata pe notiunea de cadre-Kripke, poate fi corelata cu semantica standard corespunzatoare pentru limbajul de ordinul al doilea. Pe de alta parte, distinctia insasi dintre sisteme modale normale complete si sisteme modale normale incomplete nu se obtine atunci cand notiunea de formula modala valida este definita prin intermediul unei colectii de cadre-generale, temeiul acestui fapt fiind acela ca tipul din urma de semantica modala poate fi pus in corelatie cu semantica-Henkin pentru logica de ordinul al doilea, si ca exista sisteme de ordinul al doilea care sunt complete fata de acest tip de semantica pentru limbaje de ordinul al doilea. 129 Reguli de inferenta pentru cuantori de ordinul al doilea iata aici, 11)ai intai, regulile in stilul lui Gentzen (cf. Forbes, 1994) pentru eliminarea si introducerea cuantorului universal de ordinul al doilea, intr-un sistem foarte simplu de ordinul al doilea S2, precum acela care a fost schitat inainte. Regula Eliminarii V2: Pentru fiecare propozitie r(V2X) dJKl si formula if , daca r(V2X)dJKl a fost inferata la un rand j intr-o demonstratie, atunci la un rand k putem infera ^iX], etichetand randul 'j V2E' si scriind la stanga lui aceleasi numere precum acelea care apar la stanga in randul j. Schematic, ai, ..,an U) (V2X)dJX ai,..,an (k) 'PiX] jV2E Sintactic, ’TiX] este obtinuta din r(V2X) dJKl plin eliminarea cuantorului prefix '(V2X)1 si prin inlocuirea, apoi, a fiecarei ocurente a lui X in propozitia deschisa ФХ prin 'P. Pentru a conserva buna-formare, 'Ptrebuie sa aiba acelasi grad ca si X, adica trebuie sa aiba acelasi numar de constante si de variabile libere precum X, si acestea trebuie sa ocupe aceleasi pozitii; in plus, nici o variabila legata in 'P nu trebuie sa apara in dJ. Regula introducerii V2: Pentru fiecare propozitie dJR, unde R este o constanta pentru o proprietate sau relatie, daca dJR a fost inferata la un rand j intr-o demonstratie, atunci, daca R nu apare in nici o premisa sau asumptie al carei numar este la stanga randului j, la randul k putem infera r(V2X) dJKl, etichetand randul J V2T’ si scriind la stanga lui aceleasi numere precum cele care apar la stanga randului j. 130 Schematic, a1,..,an (j) rtJR a1(..,an (к) (Ѵ2Х)ФХ j V2i unde R nu este in nici unul dintre randurile ai,..,an si X este o variabila-predicat care nu apare in rtJ. Din punct de vedere sintactic, rФХ] este obtinuta prin inlocuirea fiecarei ocurente a lui R in propozitia rtJR de catre variabila-predicat X si apoi prin prefixarea cuantorului r^2X)1. Pentru a pastra buna-formare, X trebuie sa aiba acelasi grad precum R; in plus, Xnu trebuie sa apara deja legat in rtJ. incompletitudinea logicii de ordinul al doilea cu semantica standard versus completitudinea logicii de ordinul al doilea cu semantica Henkin Putem intra acum in miezul argumentului principal al acestui capitol, care incepe cu demonstratia incompletitudinii oricarei colectii S de reguli pentru cuantorii de ordinul al doilea, reguli care sunt corecte fata de semantica de ordinul al doilea standard pentru limbajul de ordinul al doilea al lui S2. Asa cum se stie foarte bine, compactarea este valabila in logica de ordinul intai. iar aceasta inseamna ca fiecare multime, indiferent daca este finita sau infinita, de propozitii de ordinul intai r, ale carei submultimi finite T' sunt de asa fel incat toate au un model, are ea insasi un model. Compactitatea logicii de ordinul intai decurge din corectitudinea si completitudinea logicii de ordinul intai. Pentru ca sa presupunem ca inu are un model. Decurge atunci ca absurditatea este o consecinta 131 semantica a lui r, adica A. Acum, deoarece sistemul logic de ordinul intai S, in al carui limbaj sunt notate propozitiile din muitimea r, este complet (in sens tare), decurge ca Г 1-s A. Din caracterul finit al fiecarei demonstratii din S, care este o asumptie substantiala, decurge, de asemenea, ca exista o multime finita Г, astfel incat Г c r, si Г 1-s A. Prin ipoteza, S este corect fata de semantica, adica regulile lui S conserva validitatea, ceea ce inseamna ca pentru fiecare multime de propozitii Г din limbajul lui S, daca Г 1-s A atunci r'F= A. Asadar, gratie corectitudinii lui S, Г A. Asadar, ceea ce avem aici este ca pentru fiecare multime de propozitii de ordinul intai r, daca Г li' A, atunci exista cel putin o multime finita Г in asa fel incat Г r; r, si Г li' A. Citind prin contrapozitie, rezultatul pe care l-am obtinut este: daca Г li' A atunci Г li' A, cu Г si Г precum mai inainte. in cuvinte, aceasta inseamna - daca fiecare submultime finita Г a multimii r, indiferent daca aceasta din urma este finita sau infinita, are un model, atunci Г insasi are un model. iar aceasta este exact proprietatea compactitatii. in rezumat, rationamentul care demonstreaza compactitatea (semanticii) logicii de ordinul intai este acela ca, luate impreuna, completitudinea + corectitudinea + natura jinitista a demonstratiei in logic a de ordinul intai implica compactitatea logicii de ordinul intai. Acum, simplu spus, fiecare colectie de reguli de ordinul al doilea, care sunt finitiste in natura lor si care sunt corecte fata de semantica standard, este in mod necesar incomp eta fata de aceeasi semantica, pentru ca logica de ordinul al do i l ea nu este compacta. Deoarece in general, daca o semantica pentru un limbaj al unui sistem logic S este dem onstrabi la ca fiind necompacta, atunci, cu conditia ca regulile lui S sa 132 fie corecte fata de notiunea de validitate, asa cum este ea definita de catre acea semantica, regulile lui S sunt incomplete fata de acea semantica. Dar este demonstrabil ca semantica standard pentru logica de ordinul al doilea este necompacta. si prin urmare, in masura in care ceea ce prezinta interes autentic sunt numai multimi de reguli de ordinul al doilea corecte, fiecare colectie de astfel de reguli trebuie sa fie incompleta. Ramane acum sa se arate ca, intr-adevar, semantica standard pentru oricare limbaj de ordinul al doilea este necompacta. ideea generala a demonstratiei este ca necompactitatea semanticii standard pentru un limbaj de ordinul al doilea decurge din faptul ca conceptul de finitudine este exprimabil in limbaj. (in consecinta, tocmai pentru ca semantica pentru limbajul de ordinul intai este compacta, nu poate sa existe o multime 1: de propozitii de ordinul intai ale unui limbaj dat, astfel incat pentru fiecare interpretare i = (D, V) pentru propozitiile din 1:, i F 1: ddaca Di este finit. Cu alte cuvinte, a fi finit nu este un concept exprimabil in limbajul de ordinul intai.) Pentru scopurile demonstratiei stipulam ca V este o multime de propozitii, in asa fel incat cel putin una dintre propozitii este o propozitie de ordinul al doilea. Astfel, in mod intuitiv, multimea infinita care ne va servi in demonstratia noastra contine (i) conditia de finitudine-Dedekind, potrivit careia o multime se spune ca este finita-Dedekind ddaca multimea nu este echinumeroasa cu nici o submultime proprie a ei insasi, conditie care se traduce in propozitia exprimabila in limbajul de ordinul al doilea (dar nu si in cel de ordinul intai) ca fiecare relatie seriala unu-ia-unu este o relatie pe, si de asemenea (ii) propozitia ca exista cel putin n lucruri, pentru fiecare n finit. Asadar, fie urmatoarea multime V = {((VR)([(Vx)(3y)Rxy & (Vx)(Vy)(Vz)(Vu)((x F y & (Rxz & Ryu)) z F u)] (Vy)(3x)Rxy}), (3x)(x = x), (3x)(3y)(x F y), (3x)(3y)(3z)(x F у & )' F z & x F z), ..}. 133 Pentru a vedea esecul compactitatii pentru semantica standard a logicii de ordinul al doilea, este suficient sa aratam ca desi fiecare s ubm u iti m e finita V a lui V are un model, cu toate -acestea V insasi nu are nici un model, deoarece nu poate fi cazul ca toate propozitiile lui V sunt realizabile simultan. Astfel, sa presupunem ca propozitia de ordinul al doilea care exprima conditia de finitudine-Dedekind este adevarata intr-o interpretare data:T= (D, V) al carei domeniu D are marimea n. pentru un n finit. Atunci, fiecare propozitie care apartine submultimii infinite a lui V care contine propozitiile 'Exista cel putin n + 1 lucruri’, 'Exista cel putin n + 2 lucruri', ‘Exista cel putin n + 3 lucruri’, .. este cu necesitate falsa in J. Asadar, indiferent cum alegem o submultime finita a lui V, putem produce o interpretare, al carei domeniu are o marime finita n, care este un model al acelei submultimi finite alese. Dar daca conditia de finitudine-Dedekind este una dintre propozitiile din submultime si este adevarata in acea interpretare al carei domeniu are marimea (finita) n atunci propozitiile celelalte, care pretind ca exista cel putin n + 1 lucruri, n + 2 lucruri, n + 3 lucruri, s. a. m. d., vor fi false in acea interpretare, determinand in acest fel situatia ca V sa nu aiba un model, chiar daca fiecare submultime finita a sa are unul. Prin urmare, compactitatea nu se obtine pentru semantica standard a logicii de ordinul al doilea. Asadar, pentru a rezuma acest pas, deoarece corectitudinea + completitudinea + natura finitista a demonstratiei implica compactitatea, decurge ca fiecare colectie de reguli de ordinul al doilea, care sunt corecte fata de semantica de ordinul al doilea standard, este incompleta exact pentru ca semantica de ordinul al doilea standard este necompacta. Sau, pentru a formlJla acelasi rezultat intr-un alt mod, care este insa cam inselator, logica de ordinul al doilea (standard) este incompleta. (Formularea aceasta 134 din urma este cam inselatoare, deoarece nu logica este aceea care este incompleta, ci oricare formalizare corecta a ei.) O remarca colaterala, care este totusi importanta pentru intelegerea .de catre noi a relatiei dintre conceptele si rezultatele principale care sunt legate de aceasta chestiune, va urmari acum sa clarifice o distinctie referitoare la doua notiuni importante de incompletitudine. Distinctia merita sa fie clarificata, deoarece e'xista o conexiune stransa intre aceste doua notiuni. Notiunile pe care le vizez aici sunt incompletitudinea Aritmeticii (Peano) formale de ordinul intai (care face obiectul celebrei Prime Teoreme de incompletitudine a lui Godel), si incompletitudinea logicii de ordinul al doilea standard ('reala'). Voi da temeiul acestei distinctii intr-un mod informai si succint, aratand ca exista o alta demonstratie pentru incompletitudinea logicii de ordinul al doilea standard, iar in aceasta demonstratie incompletitudinea oricarei colectii de reguli de ordinul al doilea, care sunt corecte fata de semantica standard, este o consecinta logica a faptului ca aritmetica de ordinul intai este incompleta. Este bine cunoscut faptul ca teoria pe care o obtinem prin intermediul formalizarii de ordinul intai a Aritmeticii Peano, anume AP1, nu este categorica. Cu alte cuvinte, aceasta formalizare nu poate sa caracterizeze numerele naturale, deoarece intr-o formulare de ordinul intai aritmetica de ordinul intai completa {2 are un model 'non-standard'. Totusi, din AP1 se poate obtine o teorie mai puternica, anume formalizarea de ordinul al doilea a Aritmeticii Peano, adica AP'. Pentru a obtine acest rezultat trebuie sa inlocuim schema inductiei indi [qJ & (Vv)( <1Js(v))] ( iv)<Pv 135 care spune4 ca fiecare multime de numere definibila aritmetic, care il contine pe O si este inchisa fata de functia succesor, contine toate numerele naturale, printr-o unica propozitie de or d i nul al doilea, anume ind2 ( 7'X){[XO & ( 7'x)(Xx -+ Xs(x))] -+ (Vx)Xx). De fapt, ind2 face aceeasi asertiune precum indi, dar puterea sa expresiva este mai mare, pentru ca lnd2 face aceasta asertiune despre toate multimile de numere naturale, indiferent daca sunt sau nu definibile aritmetic. Teoria AP2, care a fost obtinuta asa cum s-a aratat mai sus, e ste categorica, deoarece, pana la izomorfism, ea are numai un model, anume N, al carui domeniu este muitimea N a numerelor naturale. Pentru a da acum demonstratia (ce a de-a doua in acest capitol) ca logica de ordinul al doilea standard este incompleta, pornim cu Aritmetica Peano de ordinul al doilea si cu faptul impoilant ca fiecare model al lui AP2 este izomorfic cu modelul standard pentru П , adica cu .iV Fie acum O" o propozitie de ordinul intai astfel incat AP2 1= 0". Atunci O" e П . Sa presupunem acum (cautand sa obtinem o contradictie) ca exista un sistem de ordinul al doilea S2 care este atat corect cat si complet. in consecinta, AP" O", deoarece AP2 1= 0". Totusi, putem recunoaste efectiv demonstratiile corecte. Dar atunci, din cele de mai inainte decurge ca elementele lui П pot fi enumerate efectiv de catre o enumerare efectiva a tuturor demonstratiilor posib ile ale lui S2. Deci, mu iti me a numerelor-Godel ale fiecarei O" e П este enumerabila recursiv. Dar exact aceasta posibilitate din urma este eliminata de catre Prima Teorema de incompletitudine a lui Godei, care are drept una dintre principalele sale consecinte faptul ca П  nu este enumerabila recursiv. Asadar, eu conditia ca Prima Teorema a lui Godel sa fie adevarata, asumptia existentei unui sistem de 4 Este important sa observam ca ind, nu este o propozitie, ci o schema, care este, ca sa zicem asa, precum un schelet pentru o propozitie, cu conditia ca lui Ф sa i se asigneze o multime corespunzatoare de numere care este definibila aritmetic. 136 ordinul al doilea S2 care este atat corect cat si complet este de nesustinut. si deoarece Prima Teorema a lui Godel este (demonstrabil) adevarata, decurge ca fiecare sistem de ordinul al doilea S2 care este corect fata de semantica standard trebuie sa fie incomplet fata de aceasta semantica. Acum, este evident ca din moment ce Prma Teorema de incompletitudine a lui Godel este presupusa in aceasta demonstratie a incompletitudinii lo^.ctrtre'ordinul al doilea standard, este foarte firesc ca cele doua 'genuri' de incompletitudine sa nu fie chiar unul si acelasi lucru, exceptand situatia ca demonstratia este circulara, ceea ce, desigur, nu este cazul. Ajungem acum la demonstratia de completitudine a logicii de ordinul al doilea cu semantica Henkin. Acest rezultat important este produs, esentialmente, prin aceeasi tehnica prin care se stabileste completitudinea logicii nemodale de ordinul intai (cu, sau fara identitate ).5 Astfel, vrem sa demonstram Teorema Completitudinii. Pentru fiecare multime 2: 2 de propozitii de ordinul al doilea si fiecare propozitie (de ordinul intai, sau de ordinul al doilea) (J", daca 272 к a, atunci 272 c unde printr-o 'multime de propozitii de ordinul al doilea' intelegem o multime de propozitii de asa fel incat cel putin una dintre membre este o propozitie de ordinul al doilea, iar S2 este o colectie de reguli corecte pentru cuantorii de ordinul al doilea. Pentru a obtine acest rezultat, trebuie sa dam o demonstratie pentru teorema-Henkin, deductiv echivalenta cu teorema completitudinii, care spune 5 De fapt, la o conferinta in onoarea lui A. Church (Buffalo, Mai 1990), Henkin a declarat ca descoperirea sa a completitudinii logicii de ordin superior (cu semantica ce-i poarta numele) a fost facuta inainte de descoperirea completitudinii logicii de ordinul intai, care istoric vorbind, a fost o adaptare a celei dintai. (Cf. (Shapiro, 1990), pg. 96.) 137 Teorema-Henkin. Fiecare multime i2 de propozitii de ordinul al doilea care este S2 - co n si ste nta este relizabila-Henkin intr-un model. Ceea ce urme aza este o schita c are reda e sen ti al u l acestei demonstratii de completitudine. Primul pas este demonstratia lemei lui Lindenbaum. Aceasta demonstratie a fost deja data in primul capitol, pentru scopurile demonstrarii completitudinii sistemelor modale normale. Ceea ce ne da aceasta lema este ca fiecare multime S2-consistenta de propozitii 22 este inclusa intr-o multime de propozitii Г2, care este maxima! S2-consistenta. Urmatorul pas, care este oglindit de strategia demonstrarii completitudinii logicii de ordinul intai, este sa construim un model in semantica-Henkin pentru limbajul logicii de ordinul al doilea, in care fiecare propozitie din multimea Г2, care este maximal S -consistenta, este realizabila-Henkin. Mai intai, avem nevoie de o extindere . 2+ a limbajului . 2 al lui Г 2. Pentru aceasta adaugam o multime denumerabila de constante individuale noi Ca, Ci, .. o multime denumerabila de litere-predicat n-adice C"o, C  , .. pentru fie care numar natural n, si o multime denumerabila de simboluri-functie n-adice g(), g"j, .. pentru fiecare numar natural.n. Fie acum rP , . .o enumerare a tuturor formulelor din .c2+ a caror unica variabila libera este variabila-individ x; fie 'FJ, ¥2, .. o enumerare a tuturor formulelor din .c2+ a caror unica variabila libera este una dintre variabilele-predicat n-adice X1, X2, ..; si fie Ѳі, Ѳ2, .. o enumerare a tuturor formulelor din .2+ a caror unica va ria b i l a libera este una dintre variabilele-functie tz-adice fl, f2. Mai departe, definim recursiv un sir 2u, Xj, .. de multimi de propozitii astfel: iV = r im + i = L, u {(3x)rP",(x) 'F",(Cni), (3 ,)<9,"( ') &m(g" k) ) 138 unde c, esle o noua constanta individuala (prima) din enumerarea din lista, care nu apare in Фт, 'F,,,, Ѳт, sau in nici unul din membrii lui i,,,; n este gradul variabilei-predicat libere din C'  este o noua litera-predicat (constanta), (prima) din enumerarea din lista, care nu apare in (j,,, 8,,,, sau in nici unul dintre membrii lui Li,,; p este gradul variabilei-functie libere in 19,,,; si este un nou simbol-functie, (primul) din enumerarea din lista, care nu apare in Фт, 'F,,,, 19,,, , sau in nici unul dintre membrii lui i,,,. Motivatia introducerii consecventului fiecarui conditional al carui antecedent este o cuantificare existentiala corespunzatoare asupra variabilelor-indivizi, variabilelor-predicat si respectiv variabilelor-functie este data de cerinta ca fiecare multime Li, si prin urmare reuniunea acestora, sa fie completa-Henkin. O multime de propozitii de ordinul al doilea Li este completa-Henkin ddaca ori de cate ori Li con tine o propozitie de forma r(3v)C J-(v)’ sau de forma г(3 V') 1f';(V')i sau de fonna r(3l’)19,(1’)1, Li contine, de asemenea, o instanta (‘martor’) de forma sau 'P;(C" V') sau respectiv 19,-(g . i'), si ori de cate ori Li contine o propozitie de forma l (Vv)C J-(v)1 sau de forma r (W') Pi(V')i sau de forma F (Vi')19,(i')1, ea contine, de asemenea, o instanta de forma Ф,(с,Іѵ)! sau f  'P;(C") V1)1 sau respectiv r 19,(g   1')1, unde v, V', si t" sunt meta-variab il e carora li se as i gneaza variabile-indivizi, v ari abile-predicat n-adice si respectiv variabile-functie p-adice si с, este o constanta-individ care inlocuieste fiecare ocurenta a lui v in C Ji(v), C",- este o litera-predicat n-adica (constanta) care in loc u ieste fiecare ocurenta a lui V' in Pj(V'), si este un simbol-functie p-adic (constanta) care inlocuieste fiecare ocurenta a lui l in 19,(1'). Fie acum L = U Li". Se poate demonstra atunci ca multimea i este S2 -consistenta, iar detaliile acestei constructii sunt aceleasi precum in constructia 139 omoloaga din cazul de ordinul intai. in conformitate cu ierna lui Lindenbaum, exista o multime };' a limbajului extins L 2+ astfel incat s; si este maximal S2-consistenta. Este limpede ca Г2 s; Definim acum un model-Henkin in care fiecare propozitie din este realizabila simultan si pastram in minte analogia strans a cu constructia pentru cazul de ord inu l intai. Modelul este construit din constante (indivizi) si multimi de constante. iar detal i ile tehnice se vor deo se b i in functie de prezenta sau de absenta simbolului pentru identitate, '=', din limbajul L2+ al propozitiilor care apartin lui in cazul mai simplu, atunci cand limbajul nu contine identitatea, modelul-Henk.in care va fi de folos pentru demonstrarea completitudinii logicii de ordinul al doi lea cu i nterpretare Henkin este o specificare de felul urmator: Definim un m odel-Henkin ca fiind 4-tuplul = <D,D*,F,l>. (i) Pentru Dmh, sa consideram multime a tuturor constantelor-indivizi c,-, i e N care apar in prop oziti ile din (ii) Pentru D*Aiw, luam multimea tuturor submultimilor de constante din D care sunt admise drept asignari, adica sunt in extensiunea fiecarei litere-predicat n-adice C,, pentru n. i e N. (iii) Pentru FMw, sa consideram multimea tuturor n+1-tuplurilor de constante "ci,..,c">, c"+i> luate din D, care sunt admise drept asignari pentru fiecare simbol-functie n-adic ij, pentru n, j e N, astfel incat <ci,..,c,,> este inputul lui g  iar cn+( este outputul pe care-l produce gj la acel input. (iv) Definim functia-interpretare ituw ca o asignare care satisface urmatoarele constrangeri: (a) Daca c, este o constanta-individ, = c-,. Cu alte cuvinte, fiecare constanta-individ se numeste pe sine ins asi. 140 (b) Daca este o litera-propozitie, 7м.,[1<] = T ddaca e i'. (c) Daca C este o litera-predicat n-adica, atunci 7м#. C' => D*M16 si <ci, e imJQ ddaca C(c ,.. ,c,,) e astfel,  arJC] = {<cj, ..,c,,> : C(ci,..,c,,) e ij. . (d) Daca g este un simbol-functie n-adic, atunci Ім#. gn => Fм16 si "ci.. ,C">, cn+i> e ddaca g(c ,..,c,,) e 2; sau in mod echivalent i^Jg] = {"ci,.., c">, c,,+i>: C(ct c,,) e ii. Pentru a arata acum ca i' are un model, demonstram ca pentru fiecare propozitie a a lui L 2+, a este satisfacuta de catre modelul-Henkin pentru 2 ddaca a e S' Astfel, ceea ce trebuie sa demonstram este urmatoarea propozitie: Lema Henkin pentru Logica de Ordinul al Doliea fara identitate. Pentru oricare a,  M 1=<> a ddaca a e it unde este modelul-Henkin pentru i' Demonstratia, pe care nu o voi prezenta aici, este analoaga aceleia din cazul de ordinul intai si se desfasoara prin inductie pe lungimea (complexitatea) lui a. Adaugarea simbolului identitatii limbajului L 2+ cere o ajustare a modelului-Henkin, de care este nevoie in demonstratia completitudinii. Deoarece, din moment ce modelul este alcatuit din constante-indivizi care apar in L 2+_, daca o propozitie de identitate care contine doua nume distincte, sa zicem 'a = b', apare in 2, atunci Lema de mai sus esueaza. intrucat este evident ca M a = b ddaca i.MJa] = lM;,[b], si potrivit lui (iv)(a) de mai sus ht,Ja] = a si 7M,Jb] = b. Dar 'a' si 'b' sunt simboluri distincte (constante-indivizi), de unde decurge ca a = b. Asadar, contrar Lemei de mai sus, nu este cazul ca pentru toti a, 1=<> a ddaca a e iz, unde este modelul-Henkin pentru i'. Aceasta problema poate fi rezolvata, cu conditia sa existe o modalitate de a aranja modelul-Henkin in asa fel incat domeniul sau sa 141 conti na exact un obiect care urmeaza sa functi oneze drept denotat atat p entru с, cat si pentru Cj, pentru fiecare enunt de identitate ! de forma rc,' = c}, i, j e fl:l, astfel incat i e E' in acest scop partitionam domeniul Dal lui Ak in clase de echivalenta mutual exclusive si impreuna exhaustive printr-o relatie de echivalenta (adica o relatie reflexiva, simetrica si tranzitiva) in asa fel incat с,- si Cj vor apartine aceleiasi clase de echivalenta exact in cazul in care гс,- = с  e S' Construim apoi un nou model-Henkin pentru al carui domeniu nu mai este multimea de constante-indivizi a limbajului ci exact acele clase de echivalenta ale constantelor-indivizi aranjate asa cum s-a indicat mai sus. in fine, stipulam ca fiecare constanta-in d ivid denota nu pe sine insasi, ci clasa careia ii apartine, facand ca in felul acesta, de piida 'a' si 'b' sa aiba acelasi denotat, asa cum am dorit dintru in ceput. iata acum ajustarea modelului-Henkin anterior, care este ceruta de catre demonstratia lemei Henkin pentru limbajele cu identitate. Stipulam ca acest nou model-Henkin pentru .;2+= este 4-tuplul S = unde S este o re l atie de echivalenta care partitioneaza domeniile D, D*, si F. in mod corespunzator, D'i, D*'i, F'i,  'i sunt dupa cum urmeaza: (1) D'i = DmJs, unde 'Da-JS' este multimea claselor echivalente modulo S; (2) D*'i = D* yt; S; (3) F'i = FmJS; (4)  'i[c] = c, pent11l fiecare constanta-individ с in .;2+=, unde c este clasa de echivalenta a lui с modulo S; (5) Daca tr este o litera-propozitie,   [tr] = T ddaca tr e 2 142 (6) Daca C este o litera-predicat n-adica, atunci irz C" => D*rz, si <cj,..,cn> e b?[C] ddaca C(q,..,c") e Z'; astfel,  ^[C] = {<cy,..,c"> : C(ch..,cn) e Z'}. (7) Daca g este un simbol-functie n-adic, atunci [rz: g" => Frz, si "ej,..,cn>, en+i> e l.s-[g] ddaca g(c ,.. ,cn) e 17'; aceasta revine la [rz[g] = {"cj,..,cn>, cn+i>: C(clt..,cn) e 24. ideea intuitiva care sta la baza acestei ajustari a modelului-Henkin este simpla, chiar daca aparatul tehnic poate sa para complicat. Astfel, elementele domeniului D", sunt clase de echivalenta de constante-indivizi modula relatia de echivalenta 2:i; mutatis mutandis pentm elementele lui D*", si F",. Fiecare constanta-individ a lui L2+= denota acea clasa de echivalenta a carei membra este constanta respectiva. Un sir de n-tupluri de clase de echivalenta de constante-indivizi luate din domeniul D*", este in extensiunea unei litere-predicat n-adice, daca rezultatul concatenarii acelei litere-predicat cu un sir de constante-indivizi, una din fiecare clasa, este exact o propozitie care apartine lui Acelasi lucru se aplica, mutatis mutandis, extensiunii oricarui simbol-functie n-adic, care parcurge numai multimea Fs. in aceste imprejurari, putem stabili printr-o demonstratie similara prin inductie pe complexitatea fiecarei propozitii a din limbajul L2+= ca daca .E' = este o multime de propozitii S -maximal-consistenta si completa-Henkin intr-un limbaj de ordinul al doilea .f!+= cu identitate, atunci daca zA-f'lfe = <D"",D*"",F",ih> este obtinut din modelul-Henkin corespunzator = <D,D*,F,i> pentru multimea de propozitii Z' prin intermediul procedurii indicate mai sus, atunci se obtine urmatorul rezultat: 143 Lema Henkin pentru Logica de Ordinul al Doilea cu identitate. Pentru toti a, Fo addaca a e unde este modelul-Henkin pentru };'=. Evident, Lema Henkin este echivalenta logic cu completitudinea tare a unor multimi de reguli de ordinul al doilea care sunt corecte fata de semantica-Henkin. Traducerea canonica a limbajului logicii modale a propozitiilor in limbajul logicii de ordinul al doilea Pana in acest punct, am putut arata ca toate sistemele logice de ordinul al doilea standard, care sunt corecte, sunt incomplete si ca unele logici de ordinul al doilea Henkin, care sunt corecte, sunt complete. Este acum momentul sa facem urmatorul pas in schema generala a argumentului nostru. Ceea ce urmaresc sa arat este felul in care poate fi pus in corespondenta limbajul logicii modale a propozitiilor cu limbajul logicii de ordinul al doilea. Apoi, va trebui sa extindem corelatia la semanticile celor doua genuii de logica. Astfel, fiecare versiune a semanticii lumilor posibile, una bazata pe notiunea de cadre-Kripke, iar cealalta pe notiunea de cadre-generale, va fi pusa in corelatie cu semantica standard si respectiv cu semantica Henkin pentru logica de ordinul al doilea. Pentru a realiza acest scop, avem nevoie de o colectie de reguli recursive de traducere (scheme), care vor lua ca input formulele (fuf-urile) limbajului logicii modale propozitionale (LL^P) si care vor produce drept output formulele corespunzatoare ale limbajului logicii de ordinul al doilea (LLOD). Ceea ce cautam aici este uij limbaj in care traducerea pe care urmeaza sa o realizam sa fie eficienta pentru explicatia pe care vrem sa o dam, si anume explicarea incompletitudinii logicii modale drept fenomen legat de incompletitudinea logicii de ordinul al doilea. si se dovedeste ca ceea ce ne trebuie este un limbaj de ordinul al 144 doilea, care, din motive evidente, va fi numit limbajul traducerii canonice (LTC). De fapt, constructia LTC ceruta aici este compatibila cu doua optiuni diferite, ceea ce indica faptul ca nu exista nici o constrangere absoluta sa construim LTC ca pe un limbaj de ordinul al doilea. Astfel, daca am fi interesati de traducerea limbajului logicii modale a propozitiilor pentru alte ratiuni teoretice, atunci am putea opta pentru considerarea LTC ca un limbaj de ordinul intai al lumilor posibile. in acest tip de LTC, este nevoie de doua sorturi de variabile, unul dintre tipurile de variabile parcurgand domeniul lumilor posibile, iar celalalt sort parcurgand domeniul indivizilor. Totusi, putem fi chiar mai stricti si sa consideram fuf-urile bi-sortate ale acestei variante de LTC, drept abrevieri pentru fuf-uri mono-sortate cu predicate speciale pentru indivizi si lumi. Trebuie sa nu pierdem din vedere ca scopul corelarii LLMP cu LTC este obtinerea unei intelegeri adecvate a fenomenului incompletitudinii in logica modala, prin intermediul incompletitudinii oricarui sistem logic de ordinul al doilea standard, care este corect. si pentru a indeplini acest scop, este mai potrivit sa construim L TC ca pe un tip de LLOD, creandu-ne astfel posibilitatea, totodata, de a corela nu numai LLMP cu LLOD, dar si structurile semantice modale subiacente cu omoloagele lor de ordinul al doilea. in cateva cuvinte, ceea ce urmarim aici este producerea mecanismului care ne va permite sa reasamblam intregul aparat necesar pentru demonstrarea incompletitudinii sistemului VB (a se vedea capitolul precedent) in termenii care sunt proprii logicii de ordinul al doilea. ideea, desigur, este ca o rederulare a demonstratiei modale a incompletitudinii lui VB in limbajul si semantica logicii de ordinul al doilea nu numai ca este corecta din punct de vedere metodologic, ci si plina de intuitii si de invataminte explicative. 145 Lexiconul LTC: O variabila-individ ‘w’; nici o constanta-individ; o litera-propozitie ‘A’; pentru fiecare litera-propozitie a LLMP, exceptand ' A', litera-predicat monadica corespunzatoare pentru fiecare litera-propozitie a LLMP, exceptand 'A', variabila-predicat monadica corespunzatoare 'fir; conectori propozitionali, simbolurile pentru cuantorii de ordinul al doilea si de ordinul intai ‘V-’ ‘З2’, ‘V, ‘3’, si paranteze. Sintaxa LTC: (j-at): ‘A’ este o fuf atomara; pentru fiecare litera-predicat a", si fiecare variabila-predicat г ra,wl, 1 rw1 sunt fuf-uri atomare; (f-coi1): Daca iP si if" sunt fbf-uri (atomare sau moleculare) tot asa sunt r iP', rlP& flPv if"', si гФв if"'. (f- ): Daca lPeste o fbf, atunci si r(Vw) iP sunt fuf-uri. (f-|): Daca lPeste o fuf, atunci r(32r1l")(31w)lP1, si r(V2 r,,.)(V‘w) iP sunt fuf-uri. (fi): Nimic nu este fuf, daca nu este certificata ca atare de catre regulile precedente. Schemele recursive pentru traducerea formulelor modale ale LLMP in LTC: (Trad2-at): (a) Trad2[A,v] = 'A', unde 'v' este o variabila de ordinul intai fixata; (b) daca 7reste o litera-propozitie e LLMP, alta decat 'A', Trad2[7r,v] = ra,n-  unde a-il" este predicatul afectat de simbolul prim care corespunde literei-propozitie (Tra^- ): Trad2[ iP,v] =, Trad2[lP,v]  (Trad2-&): Trad?^Ф& = (Tradd[iP,v] & Trad2[ lF,v])i; (Trad2-v): Trad2[(lPv = ’(Trad2[lP,v] v Trad2[ ^v])1; (Trad2-^): Trad2[{( J^- lJ7),v] =r(Ttad2[lP,v] Trad2[lF,,v )  146 (Trad-B). Trad[(dJB 'f),v] = ((Trad2[<p'v] B Trad[ 'P,v])1; (Trad-O): Trad[ndJ,v] =r(Vv)(Rvv'-- Trad2[dJ,v']y', (Trad-O): Trad[OdJ,v  =r(3v)(Rvv'& Trad2 [Фу Ту. Pentru a obtine propozitia de ordinul al doilea care este omoloaga unei propozitii modale, aplicam schemele Trans2 dinspre exterior spre interior. Astfel, daca Фр este oricare propozitie in LLMP, incepem cu o aplic ati e a c lauzei Trad2 potrivite asupra conectorului principal al lui Ф^, si apoi, la fiecare pas ulterior, aplicam schemele Trad2 potrivite conectori lor principali ai fiecaror formule astfel obtinute. Oprim traducerea dupa ce Trad2 a fost aplicata fiecarei litere-propozitie (fbf atomare), care apare in Merita sa observam ca in (Trad2-□), si (Trad-o), apare o noua meta-variabila vTocmai pentru a obtine o unica traducere pentru o formula ne ce s itate sau posibilitate, putem stipula ca exista o ordine specifica in care urmeaza sa fie alese astfel de variabile atunci cand sunt aplicate acele doua clauze Trad2, de pilda, mai intai ' u’, apoi ‘v’, apoi ' Li", apoi ‘v", s. a. m. d. Rezultatul acestor aplicari ale Trad va fi o propozitie deschisa a LTC, cu variabilele-predicat libere care corespund literelor-propozitie din dJ-,. Astfel, daca dJt este "O(A v B)', iar variabilele-predicat care corespund lui ‘A’ si ‘B’ sunt ‘X’, si respectiv ‘ Y’, atunci, dupa aplicari succesive evidente ale schemelor Trad2, ceea ce obtinem este propozitia de ordinul al doilea deschisa dJO" cu ‘X’ si ‘Y’ libere: (3u)(Rwu & (Xu vYu)'). Acum, Ф*aeste traducerea de ordinul al doilea integrala a lui Фц, prescurtat todi[ Ф^], ddaca este inchiderea universala a lui dJrr cu privire la toate variabilele libere de ordinul intai si de ordinul al doilea ale lui Trad2[dJjJ’W], si Фа = Trad2[dJfl,w]. in simboluri, 147 todifap] = Ф*а = (Ѵрі)..(Ѵрп)(Ѵѵѵ)Тгаб 2[Фц,іѵ], unde pi,..,pn sunt variabilele-predicat monadice (variabilele de ordinul al doilea) corespunzatoare literelor-propozitie i'r ,. .,i'r care apar in Фр. Corelarea semanticii modale cu semantica de ordinul al doilea Totusi, nu numai formulele LLNl 1P trebuie corelate cu formule corespunzatoare ale LLOD. Pentru a construi explicatia incompletitudinii modale avem nevoie, de asemenea, de o cale de a reconfigura semantica modala a lumilor posibile, si principalele notiuni modale metalogice definibile in aceasta semantica, drept semantica de ordinul al doilea si respectiv notiuni metalogice de ordinul al doilea. Este util sa ne reamintim in acest sens ca in capitolul anterior au fost dezvoltate doua semantici modale diferite. Anume, una care este bazata pe notiunea de cadru-Kripke si o a doua care este bazata pe notiunea de cadru-general. Principalul concept modal care prezinta interes pentru chestiunea completitudinii vs . incompletitudine, si anume notiunea de formula modala valida intr-un cadrul, primeste bine cunoscuta definitie 'formula adevarata in fiecare lume in fiecare model bazat pe un cadru dat'. si desigur, definitia va diferi corespunzator conceptului de cadru in discutie, adica corespunzator faptului daca se lucreaza cu un cadru-Kripke sau cu un cadru-general. Arat in continuare cum sa reconfiguram semantica modala drept semantica de ordinul al doilea. Pentru a simplifica si usura trimiteri la notiuni deja discutate, voi reintroduce aici principalele notiuni care tin de interpretarea unui limbaj modal propozitional, lucruri de care ne-am ocupat in primul si in al doilea capitol. 148 Astfel, o interpretare sau model-Kripke Mx-al unei secvente in LLMP este un triplet Mx- = (Wm RM. Vm). unde Wm este o multime de lumi; Rm este o relatie binara pe multimea WM , astfel incat pentru fiecare iV,- si w;, i, j e fiiJ, <w wf> e Rm ddaca w,-sta in re l ati a R^cu iV,- si R и satisface anum ite conditii; si V m Prop(LL^P) -- p(W) este o functie care este definita pe fiecare litera-propozitie e LLMP si ia valori in multimea tuturor submultimilor lui Wm, atribuind astfel fiecarei litere-propozitie o submultime de lumi din Wm (intuitiv, acele lumi la care este adevarata); asadar, V(7r) e Un cadru-Kripke Гкeste o pereche care consta dintr-o multime de lumi si o relatie binara pe acea multime, adica ^- = (Wr; RiJ. Daca Mw- = (WM. RM. Vm) = ('7M, VM.), spunem ca Mx-este bazat pe cadrul ^^si ca ГК este cadrul lui Pentru fiecare ibf in LLMP, este valida intr-un cadru 7"K= (Wr; RiJ ddaca pentru fiecare model MKbazat pe rw-si pentru fiecare lume iV in fiecare astfel de model, (M% w) 1= ri>. Pe de alta palie, sa ne reamintim ca un cadru-general este un triplet ordonat yg = (W, R, G), unde W si R sunt definite ca mai inainte si G este o multime de multimi, uneori numite judecati, fiecare element al ei fiind o multime de lumi din W. Prin urmare, un model-general flva fi un mo de l al carui cadru este un cadru general. Astfel, (:J'; V) = (w, R, G, V). Un model-general s= (W, R, G, V) va fi atunci oricare model in care V restrictioneaza multimea mundana a fiecarei litere-propozitie 7ri la multimea G; astfel, (w e W; (M, w) 1= Jr;) e G. (Desigur, un cadru-Kripke sau un model-Kripke este un caz special al unui cadru-general sau respectiv model-general, anume cazul in care G = p(W), si V( e p(W), unde este oricare fuf din LL^MP.) 149 Acum, daca Tx-este un cadru-Kripke pentru propozitiile LLMP, definim structura-model de ordinul al doilea corespunzatoare lui ca fiind structura model lal carei domeniu D este domeniul Wral lui TK(multimea de lumi din cadrul TB, si care asigneaza literei-predicat (constantei) n-adice ‘Acc’ o multime de n-tupluri de obiecte luate din D" care corespund exact n-tuplurilor de lumi pe care J'Kle asigneaza lui R:r. (Asadar, Acc are acelasa grad ca si in mod corespunzator, pentru fiecare model-Kripke care este bazat pe un cadru-Kripke, definim modelul de ordinul al doilea corespunzator lui ca fiind interpretarea care, in plus fata de corespondenta definita mai inainte intre cadre-Kripke si structuri-model de ordinul al doilea, este 'in asa fel incat pentru fiecare litera-propozitie din LL^P careia i se asigneaza o valoare de adevar de catre fiecare lume din W^prin functia de evaluare VV.M., asigneaza formulei Trad2[7r] corespunzatoare, adica literei-predicat corespunzatoare a" din LLOD, extensiunea care consta din exact acele w e W^astfel incat w(7r) = T. Dupa cum cititorul poate usor verifica, interpretarea astfel obtinuta este un model de ordinul al doilea standard de genul aceluia definit mai inainte in acest capitol. Acelasi gen de manevra ne permite sa facem tranzitia de la un cadru-general si model-general pentru LLMP la un cadru-Henkin sau la un model-Heiikin pentru LLOD. Di ferenta decisiva dintre cazul curent s i acela elaborat in alineatul preced ent este urmatoarea. in plus fata de ceea ce am avut inainte, aici avem nevoi e sa corelam multimea G de multimi de lumi luate din domeniul W al unui cadru-general cu multimea D*w a submultimilor domeniului Dwa structurii-model-Henkin de ordinul al doilea. Apoi, precum mai inainte, stipulam ca functia de valorizare asigneaza fiecarei Trad2[7r], adica fiecarei litere-predicat a" din LLOD care corespunde literei-propozitie din LL^MP, extensiunea care consta din exact acele w e W astfel 150 incat w(ll) := T. Evident, aceasta revine la o asignare a unei muitimi de n-tupluri care apartin lui D*'f{ fiecarei Alt e LLOD, ceea ce oglindeste exact constructia omoloaga din cazul modal, in care multimi de lumi luate din Gg sunt asignate sub Vg fiecarei e LLMP. Suntem acum in masura sa formulam o propozitie, de care este nevoie pentru exp l i catia pe care o urmarim in acest cap itol: Pentru fiecare propozitie e LLMP exista o unica propozitie corespunzatoare Фа e LLOD, astfel incat Фст = todi[ Ф,,] si pentru fiecare cadru-Kripke Tit" = (WJ'i, exista o structura-model corespunzatoare de ordinul al doilea standard(DJ'i, AccJ'i) astfel incat (Wfi, 1= Фи ddaca (DJ'i Acc:FK) 1= фа. Acelasi rezultat tine, in mod similar, cu privire la cadrele-generale pentru propozitii ale LL^MP si pentru structurile-model-Henkin de ordinul al doilea pentru propozitiile LLOD. Pentru fiecare propozitie e LLMP exista o unica propozitie corespunzatoare e LLOD astfel incat Ф" = todi[( i,,] si pentru fiecare cadru-general = (W;19, G:;rg) exista o structura-model-Henkin corespunzatoare de ordinul al doilea = (D:;rg, Acc:;rg) astfel incat G:;rg) 1= {ji, ddaca (D:n;, D*;19, Acc;19) 1= {jia Demonstratie: Prin schemele recursive Trad2, todi, si inductie. O abordare a completitudinii modale prin logica de ordinul al doilea Avem acum detaliile principalei idei pe care vrem sa o punem la lucru in vederea construirii unei explicatii pentru fenomenul incompletitudinii in logica 151 modala prepozitionala. S chemele Trad2 si corel area semanticii modale - atat a acel ei a b azata p e cad re-Kri pke, cat si a aceleia b azata p e cadre-generale - cu s em antic a de ordinul al doilea - semantica standard si respectiv semantica-Henkin - pregatesc scena pentru o intelegere a temeiului existentei unor sisteme modale incomplete. in contextul creat prin elaborarea acestei corespondente, explicatia se va dezvolta pe doua paliere distincte, cel de-al doilea constand, la randul sau, in doua sub-cazuri. (i) Un palier va consta din explicarea existentei numai a sistemelor modale care sunt complete, in conditiile in care notiunea de formula valida este definita intr-o semantica b azata p e conceptu l de c adru - general. (ii) Cel de-al doi lea p a lier c o ntine explicatia existentei atat a sistemelor modale complete, precum de pilda sistemul T sau sistemul S5, cat si a sistemelor modale incomplete, precum sistemul VB, de care ne-am ocupat in capitolul precedent, in conditiile in care notiune a de formula modala valida este d efi n i ta intr-o s em antica b azata p e con ceptul de c adru-Kripke. Un i nte res cu totul special prezinta urmatoare a problem a, care motive aza explicatia cautata la punctul (ii) de mai sus si determina defalcarea acelei explicatii in doua sub-cazuri. iata care este problema pe care vreau sa o ridic in aceasta privinta. Daca incomp letitu din ea anumitor sisteme mod ale urmeaza a fi exp li cata in termenii incompl etitudinii omoloage lor lor de ordinul al doi le a, atunci cum se explica faptul ca exi sta, totusi, multe sisteme modale complete (caracterizabile), de vreme ce si aceste sisteme din urma pot fi puse in corel ati e cu structuri d e ordinul al doilea prin aceeasi procedura recursiva? Astfel, pe langa explicarea incompletitudinii modale in termenii incompletitudinii sistemelor de ordinul al doilea (cazul (ii).l), avem nevoie de o explicatie a faptului ca sistemele modale normale familiare sunt complete (cazul (ii).2), caci, l a urma urmei, o aplicare a schem elor recursive de traduce re la aceste 152 sisteme va produce tot o c orel a re a propozitiilor acestor sisteme cu propozitii de ordinul al doilea. (i) in ceea ce priveste explicatia faptului ca exista numai sisteme modale complete, daca noti un ea de formula modala valida este definita intr-o semantica bazata pe conceptu l de cadru-general, voi lasa de-o p arte detaliile, dar voi da doar o indicatie asupra modului in care putem gasi un raspuns in acord cu caracteristicile explicatiei generale pe care o urmarim in acest capitol. Asadar, oricare sistem modal propozitional normal S este complet fata de clasa cadrelor-generale pentru S datorita urmatoarelor trei fapte: (1) limbajul modal al lui S poate fi pus in corelatie prin Trad2 si tocii cu limbajul de ordinul -al doilea corespunzator S2; (2) semantica bazata pe cadrul-general in care S este interpretat poate fi pusa in corelatie cu semantica-Henkin corespunzatoare pentru limbajul S; si (3) exista cel putin un sistem de logica de ordinul al doilea S2, astfel incat SZ este corect fata de semantica-Henkin pentru limbajul sistemului si S2 este, de asemenea, complet fata de acea semantica-Henkin. (ii) Pentru a da o explicatie faptului ca exista atat sisteme modale complete cat si sisteme modale incomplete, daca semantica cu care lucram este bazata pe notiunea de cadru-Kripke, ma voi ocupa mai intai de problema ridicata mai inainte - anume de ce exista sisteme modale complete (cazul (ii).2), din moment ce acele sisteme si semanticile lor pot fi corelate si ele cu sisteme incomplete de ordinul al doilea si respectiv cu semantici standard. (Ma voi ocupa mai tarziu de cazul (ii).1 (vezi pagina 162)). in acest scop, voi avea in vedere sistemele compl ete T si S5. Dup a cum se stie, completitudinea lor este demonstrabila prin metoda construirii modelelor lor canonice, metoda ale carei elemente e senti al e au fost prezentate in pri mul capitol. Voi da doua argumente prin care vreau sa explic de ce acele sisteme, care sunt socotite a fi es enti al mente de ordinul al doilea, sunt totu s i co mpl ete. Primul argument 153 va fi schitat, doar, pe fundalul delimitat de teoria corespondentei, care este un studiu si stem atic al corespo ndentei care se obtin e intre formule mod al e si conditii de ordinul intai si de ordinul al doilea asupra cadrelor care caracterizeaza sistemele modale ale caror axiome definitorii sunt acele formule modale. Cel de-al doilea argument va exploata transferul conceptului de sistem modal complet asupra conceptului unei anumite formule modale caracteristice (pentru acel sistem) de a fi completa. Acest tip de reductie - de la o entitate care are o anumita proprietate, anume un sistem modal este complet, la o alta entitate care are exact aceeasi proprietate, anume o formula caracteristica a acel ui s istem este comp leta - poate fi elaborat in asumptia ca ceea ce numim de obicei un sistem modal diferit de K, precum de pilda S5, este o teorie modala a carei investigare urmeaza sa se desfasoare in logica modala normala cea mai slaba, adica in s i ste mul K. Cum va contribui teoria corespondentei la exp licatia pe care o cautam in acest cap itol? iata aici, condensata, principala idee de care este nevoie pentru a exp li ca completitudinea unui sistem modal. Sa definim mai intai ce intelegem printr-o formula modala ot, care corespunde unei propozitii (conditii) de ordinul intai orp: O formul a modala ot, corespunde unei propozitii de ordinul intai (lrp care este sati sfacuta de catre relatia de accesibilitate Rr pe un cadru 'T ddaca toate cadrele in care Rr satisface propoziti a de ord inul intai oiP si numai aceste cadre sunt cadre pentru ot,. Acum, vrem sa spunem, in general, ca un sistem modal este complet, daca pentru fiecare formula modala care este o axioma caracteristica a lui Sil, exista o conditie de ordinul intai (liP pe Rr(desigur, in mod tipic, o conditie distincta pentru fiec are axioma mod al a) astfel incat corespunde lui (liP Cu al te cuvinte, marca definitorie a unui sistem modal complet este socotit a fi aici faptul daca se obtine o co respondenta, in sensul precis definit mai sus, intre axiomele modale ale si stemului 154 si propozitii de ordinul intai care sunt satisfacute de catre relatia de accesibilitate asupra cadrelor pentru acel sistem. Nu am de gand ca aici sa dau detaliile acestei i dei. Ea constituie o parte a unui subiect mare si important, care merita sa fie explorat in adancime, dar d e care nu ne putem ocupa in aceasta carte. Asa ca vreau doar sa adaug ca aceasta corespondenta intre axiomele modale ale anumitor sisteme si conditiile de ordinul intai satisfacute de catre relatia de accesibilitate asupra cadrelor pentru acele s isteme ne ajuta sa vedem c ompl etitu d in ea sistemelor modale dintr-un alt u ngh i. s i anume din perspectiva completitudinii si s temelor de ordinul intai. Este important sa observam in aceasta privinta ca obtinerea corespondentei dintre o axioma modala si o conditie de ordinul intai asupra lui R^este o conditie suficienta, dar nu si una necesara pentru ca acel sistem sa fie complet. Astfel, ceea ce urmaresc sa spun aici este ca din faptul ca exista o conditie de ordinul intai asupra lui Rr, care corespunde unei axiome modale caracteristice, decurge completitudinea ac el ui sistem. Dar nu vrem sa facem i nferenta ca din faptul ca si stemul este complet decurge ca pentru fiecare dintre axiomele sale caracteristice trebuie sa existe o conditie de ordinul intai care este satisfacuta de catre relatia de accesibilitate impusa asupra cadrelor pentru acel sistem. Deoarece exista formule modale ale unor sisteme complete care nu corespund nici unei conditii de ordinul intai si acest fapt este suficient pentru a elimina ideea ca pentru ca un sistem modal sa fie complet trebuie ca o relatie de corespondenta sa se obtina intre axiomele modale caracteristice ale sistemului si conditii de ordinul intai puse asupra relatiei Rr din cadrele pentru acel sistem. Ca o ilustrare a acestei parti a argumentului, voi lua axioma modala caracteristica a sistemului T, anume (T) oA A. (Sa ne reamintim ca T = K + T.) 155 Ceea ce urmaresc sa arat este ca pentru axioma caracteristica a lui T exista o conditie de ordinul intai asupra lui' Rr ddaca '.Teste un cadru pentru T. Aceasta conditie este reflexivitatea lui Rr, Cu alte cuvinte, Rr,satisface formula de ordinul intai '(Vx)Rxx'. Mai formal, avem nevoie sa aratam Corespondenta dintre T si reflexivitatea lui Rr,: '.Teste un cadru pentru T ddaca Rr,este reflexiva. Demonstratie: Aratam ca todi[OcP s] este valida in '.T ddaca Rr, este reflexiva, unde t)s s este oricare instanta-substitutie a lui T, iar rtodi[D(j) (j)]i este traducerea integrala a oricarei astfel de instante-substitutie in limbajul logicii de ordinul al doilea. Todi a formulei 't=r,n(j)^ (j)pentru fiecare formula rp a LLMP' este '.Tt= (VX)(Vw)[(Vu)(Rwu Xu) Xw]. Acum, corespondenta dintre T si reflexivitatea lui Rr,se obtine (T coresp refl) ddaca urmatoarea este o teorema in logica de ordinul al doilea: f-s, (VX)(Vw)[(Vи)(Rwu Xu) Xw] o (Vw)Rww. Dam o demonstratie in stilul deductiei naturale de tip Gentzen, pentru T coresp refl: 1 (1) (VX)(Vw)[(Vu)(Rwu Xu) Xw] Asumptie 1 (2) (Vw)[(Vu)(Rwu Rwu) Rww] 1 V2E 1 (3) (Vu)(Rwu RVju) RVjw 2 VE (4) (Vu)(RVju RVju) iT 1 (5) RVjVj 3,4 ->E" 156 1 (6) (Vw)Rww 5 Vi (7) (VX)(Vw)[(Vu)(Rwu Xu) Xw] (Vw)Rww 1,6 8 (8) (Vw)Rww Asumptie 9 (9) (Vu)(RViu Pou) Asumptie 8 (10)  ?ww 8 V 9(11) Rww -> Pow 9 V E 8,9 (12) Pow 11,1O^E 8 (13) (Vu)(RViu Pou) Pow 9,12 ^i 8 (14) (Vw)[(Vu)(Rwu Pou) Pow] 13 Vi 8 (15) (VX)(Vw)[(Vu)(Rwu Xu) Xw] 14 V2i (16) (Vw)Rww (VX)(Vw)[(Vu)(Rwu Xu) Xw) 8,15 ^i (17) {(VX)(Vw)[(Vu)(Rwu Xu) Xw] (Vw)Rww} & {(Vw)Rww (VX)(Vw)[(Vu)(Rwu Xu) Xw]} 7,16 &i (18) (VX)(Vw)[(Vu)(Rwu Xu) Xw] o (Vw)Rww 17 Df.o   in mod mai intuitiv, iata aici ideea care motiveaza obtinerea randului (2) printr-o aplicatie a regulii 'V2E' asupra randului (1). Substituim variabila-predicat monadica 'X care apare in randul (1) si devine libera prin eliminarea cuantorului universal de ordinul al doilea cu litera-predicat monadica ’Rw’, care sta pentru proprietatea de a fi o lume pe care w poate sa o vada, si este satisfacuta de catre multimea {u: Rwu}. ideea subiacenta celei de-a doua jumatati a demonstratiei (randurile (8) pana la (16)) este evidenta, dar intrucatva umbrita de catre limbajul in care vorbim in aceasta demonstratie, anume LLOD. Astfel, asumam reflexivitatea 15 7 relatiei de accesibilitate (la randul (8)) si apoi introducem traducerea-Trad2 a asumptiei ca ‘DA’ tine la o anumita lume il' (la randul (9)), fixand astfel ca litera-predicat monadica ‘Pq’ sa fie traducerea-Trad2 a literei-propozitie ' A’ din LLMP. Din aceste doua asumptii inferam traducerea-Trad2 a propozitiei modale, anume ca ‘A’ tine la aceeasi lume l.:!' (la randul 12). Apoi, o aplicatie a regulii ne da rezultatul ca axioma caracteristica a lui T, anume ‘DA A', este o consecinta deductiva din unica asumptie ca relatia Ау-este reflexiva. in final, punem laolalta cele doua jumatati ale demonstratiei prin regula ‘&Г si abreviem conjunctia conditionalului direct si a conversei sale prin definitia Df.o, obtinand in felul acesta biconditionalul cerut. Cel de-al doilea argument bazat pe logica de ordinul al doilea pentru existenta sistemelor modale complete Exista un alt aspect, diferit de acela incorporat in teoria corespondentei modale, al unui argument bazat pe logica de ordinul al doilea pentru intelegerea fenomenului existentei sistemelor modale complete. Aspectul pe care vreau sa-1 explorez acum se dezvolta in jurul distinctiei care poate fi trasata intre un sistem logic mod al si o teorie modala. Asa cum am anuntat la pagina 154, sub asumptia ca ceea ce numim de obicei un sistem modal care este diferit de K, precum de pilda S5, este o teorie modala a carei investigare trebuie indeplinita in cea mai slaba logica modala normala, adica in sistemul K, chestiunea completitudinii modale vs. incompletitudinea modala poate fi atacata dintr-un alt unghi, care are drept punct de focalizare urmatoarea idee. Ceea ce am numit completitudine sau incompletitudine a sistemelor de logica modala, atunci cand am socotit pe S5 sau pe VB sisteme modale, unneaza a 158 fi ex plorat prin intermediul intrebarii daca teoriile moda le. S5 si VB au proprietatea completitudinii fomudei. Astfel, din p erspectiv a noua pe care o yoi exploata in partea care a mai ramas din acest capitol, sisteme precum S5 si VB, care inainte au fost socotite sisteme logice modale, vor fi de aici inainte teoriile modalitatii S5 si VB, a caror logica este si stemul K. in mod corespunzator, unica relatie de consecinta deductiva este aceea definita pentru sistemul K prin intermediul definitiei pentru pi,..,pn i-к q. Astfel, din acest punct de vedere, in loc de a avea tot atat de multe definitii ale re latii lor de con seci nta deductiva cate teorii modale exista, avem numai o astfel de definitie, anume definitia secventei pi,..,p" i-к q. De asemenea, pentru fiecare dintre secventele-axioma precedente ale lui S5, anume (T) DA i-S5 A si (5) oA i-S5 DOA, si pentru secventa-axioma caracteristica a lui VB, adica (VB) i-ѵв ODA v □(□(□B B) B), obtinem urmatoarele secvente demonstrabile in K, cu alte cuvinte relatii de consecinta deductiva corecte in logica modala K: (i) A i-к oA (cores p unzator lui T); (ii) ODA i-к DA (corespunzator lui 5); (iii) DOA □(□(□B B) B) i-K DOA & oA (corespunzator lui VB). Notiunea de completitudine a formulei, care este termenul cheie p entru aceasta abordare, poate fi detaliata intr-un mod care face ca acest concept .sa fie un omolog pentru conceptul anterior utilizat de completitudine a sistemului. Mai mult, in stabilirea acestei notiuni, detaliile trebuie sa faca relevante pentru scopuri le acestei investigatii di stincti a dintre teorii modale si logica lor. Astfel, spunem ca o formula (J a LLMP este completa ddaca toate consecintele semantice ale lui (J si toate 159 consecintele semantice ale instantelor-substitutie ale lui o- (relativ la celelalte premise si la clasa tuturor cadrelor) sunt consecinte deductive ale lui o- in logica K. in simboluri, o- este completa ddaca : daca r. 0-* 1= y, atunci r. f-к r. unde 0-* este o instanta-substitutie a lui 0-. Contrastul dintre un sistem modal complet, precum sistemul S5, si un sistem modal incomplet, precum sistemul VB, poate fi acum reconfigurat la nivelul formulei (sau formulelor) reprezentative pentru teoriile modale, care sunt reprezentantele acelor sisteme. Astfel, completitudinea sistemului modal S5 urmeaza sa primeasca o explicatie in doua parti. Mai intai, in termenii completitudinii secventelor-axiome ale lui S5, anume (T) DA A, si (5) oA DOA in cadrul teoriei modale S5, cu privire la sistemul logic K. iar in al doilea rand, prin intermediul a ceea ce s-ar putea numi completitudinea ‘locala’ a unui fragment al unui sistem logic de ordinul al doilea, care este obtinut prin traducerea-Trad2 si todi a formulelor modale T si 5, si a regulilor de derivare ale lui S5 in omoloagele lor corespunzatoare din LLOD. Mai specific, ideea ca S5 este un sistem complet este reformulata in concordanta cu terminologia asociata completitudinii formulei si suna astfel: (T) DA — A, si (5) OA - >ООЛ sunt formule complete, stabilind pe aceasta cale completitudinea teoriei modale S5, pentru ca daca secventele semantice A, O-A -A 1= OA, si ODA, OA —OOA 1= Л (si toate instantele lor substitutie) sunt adevarate in clasa tuturor cadrelor reflexive, simetrice si transitive, adica in clasa tuturor cadrelor pentru S5, atunci atat A, □ A —— —A f-K OA cat si ODA, ОЛ OOA f-K A (si toate instantele lor substitutie) sunt secvente deductive demonstrabile in K. 160 in ceea ce priveste acum cea de-a doua explicatie bazata pe logica de ordinul al doilea pentru completitudinea lui S5, ideea ei principala poate fi redata astfel. Sistemul logic de ord in ul al doilea ^5, care este un fragment al l ogicii de ordinul al doilea pe care-l putem obtine adaugand unui sistem de deductie naturala de ordinul al doilea complet formulele Trad2[T]: (VX)(Vw)[(Vu)(Rw" Xu) Xw], Trad2[5]: (VX)(Vw)[(3u)(Rw" & Xu) (Vu)(Rwu (3v)(Ruv & Xv))], si omoloagele de ordinul al doilea ale regu l i lor de inferenta ale lui S5, este el insus i complet. Este complet in sensul exact ca pentru fiecare multime de propozitii de ordinul al doilea si o propozitie O; daca 1= fi 0", atunci f-Sl5 O; unde Г este clasa modelelor standard de ordinul al doilea care corespund clasei Г a tuturor cadrelor modale reflexive, simetrice si tranzitive, cu alte cuvinte clasei cadrelor pentru S5. intreaga demonstratie a acestui rezultat al completitudinii locale a s istemului ^2j fata de clasa structurilor-model de ordinul al doilea standard, care sunt omoloage ale clasei cadrelor modale pentru S5, este complexa si ne-ar angaja intr-un ocol substantial. Cu toate acestea, ideea intuitiva care motiveaza aceasta demonstratie este clara si directa. Astfel, demonstratia consta in formalizarea demonstratieide completitudine a sistemului modal S5 in logica de ordinul al doilea. in acest scop, mai intai traducem axiomele si regulile de transformare ale sistemului modal S5 in sistemul de ordinul al doilea corespunzator S25 si ‘mimam’ sistemul modal complet S5 in cadrul omologului sau de ordinul al doilea. Apoi, completitudinea lui S5 revine, asa cum am schitat la inceputul acestui capitol, la faptul ca toate propozitiile de ordinul al doilea care sunt consecinte semantice ale omoloagelor de ordinul al doilea ale axiomelor lui S5 sunt exact omoloage le de ordinul al doilea ale propozitiilor modale care sunt consecinte deductive in cadrul acelui sistem modal 161 complet, adica sunt exact omoloagele de ordinul al doilea ale teoremelor lui S5. Mai general, orice poate fi inferat intr-un sistem logic de ordinul al doilea din traducerile de ordinul al doilea ale axiomelor unui sistem modal complet, folosind omoloagele de ordinul al doilea ale regulilor de transformare ale acelui sistem modal, este omoloaga unei teoreme a acelui sistem modal complet. Explicarea incompletitudinii modale prin logica de ordinul al doilea in partea finala a acestui capitol putem da o explicatie bazata pe logica de ordinul al doilea incompletitudinii sistemului VB. Aceasta explicatie are trei fatete si ma voi ocupa de ele pe rand. (i) Demonstratia de incompletitudine a sistemului VB, de care m-am ocupat in capitolul anterior, poate fi reformulata ca o demonstrati e in logica de ordinul al doilea, gratie schemelor Trad2. Acest aspect este revelator in masura in care ne permite accesul la mecanismul demonstratiei modale, in ipostaza omoloagei sale din logica de ordinul al doilea. Cu toate acestea, ‘reexecutarea’ demonstratiei modale a incompletitudinii sistemului VB intr-un mediu d elimitat de logica de ordinul al doilea nu se constituie intr-o explicatie deplina a ceea ce se petrece atunci cand se produce incompletitudinea modala. Aceasta quasi-explicatie a incompletitudinii sistemului VB motiveaza aducerea in prim plan a celui de-al doilea aspect al explicati ei generale pe care o urmarim aici. (ii) Sistemul VB este incomplet pentru ca secventa-axioma caracteristica a sistemului, si anume (VB) r-ѵв ODA v □(□(□B B) B), nu corespunde nici unei conditii asupra cadrelor care sa fie exprimabila in limb ajul logi cii de ordinul intai, in 162 sensul precis al termenului ‘corespondenta’ discutat in acest capitol; adica in sensul in care s-a demonstrat ca secventa-axioma caracteristica a sistemului T corespunde conditiei ‘( fx) Rxx’, exprimabila in limbajul de ordinul intai si impusa relatiei Rra clasei Ta tuturor cadrelor pentru T si numai a acestor cadre. (iii) Mai mult, potrivit tipului de explicatie pe care-1 expun aici pentru a da seama de completitudinea sistemului SS, sistemul VB este incomplet pentru ca (VB) r-ѵв ODA v O(O(oB B) B) este o formula incompleta si astfel VB are proprietatea incompletitudinii formulei. in continuare voi da detaliile pentru (i) si (iii) de mai sus si voi lasa deoparte cu totul pe (ii), deoarece acest aspect al explicatiei se leaga mai mult de teoria corespondentei modale, care este un subiect mare si important si merita mai mult decat o tratare de suprafata. Fateta (i) a celei de-a doua abordari a incompletitudinii sistemului VB. Sa ne reamintim acum ca in demonstratia incompletitudinii lui VB fata de clasa tuturor cadrelor pentru VB au fost implicati doi pasi demonstrativi. Pasul 1 -fiecare cadru pentru VB, adica pentru sistemul K + (VB) ODA v □(□(□B B) B), este un cadru pentru MV, adica pentru K + (MV) ODA v DA - si Pasul 2 - MV nu este VB-demonstrabila. Afirmatia !acuta la punctul (i) de mai sus poate fi substantiata acum abordand o perspectiva de ordinul al doilea asupra ambelor stadii implicate in demonstrarea iiecaracterizabilitatii sistemului VB. Tocmai pentru ca sistemul VB este K + ODA v O(O(OB B) B), iar MV este K (din nou) + ODA v DA, Stadiul 1 revine la conceptul ca in clasa tuturor cadrelor Tpentru VB, MV este o consecinta semantica derivabila din VB. Formal, ODA v O(O(OB B) B) r ODA v DA. 163 Mai mult, deoarece VB este valida in clas a tuturor cadrelor pentru VB, se obtine ODA v □(□(□B ---B) -- B) de unde d ecu rge ca 1= OOA v DA. O ‘ privi re ’ de ordinul al doilea la Pasi i 1 si 2 ai demonstratiei de incompletitudine a lui VB cere acum o traducere de ordinul al doilea integrala a formu l elor VB si MV si o reform u lare a demonstrati ei in termenii une i re lati i de consecinta semantica de ordinul al doilea, adica 1=2, in semantica standard de ordinul al doilea, mai d egraba decat relati a de consecinta semanti ca i=:Tin clasa cadre lor modale pentru VB. Astfel, ca sa incepem, stipulam mai intai ca variabilele predicat monadice ‘X’ si ‘Y’ stau pentru predicatele prime ‘A" si ‘B", Care corespund potrivit schemelor de traducere Trad2 literelor propozitie ‘ A’ si ‘B’ in propozitiile modale VB si MV. Atunci traducerile de ordinul al doilea integrale ale lui Trad2[VB] si Trad2[MV] sunt roditonA v □(□(□B -- B) -- B)] = (VX)(VY)(Vw){ (3u) (Rwu & (Vv)(Ruv -- Xv)) v (Vu)(Rwu -- ([(W)(Ruv --((Vv')(Rvv' -- Yv') -- Yv))] -- Yu))} si res p ectiv todi[ODA v DA] = (VX)(Vw)[(3u)(Rwu & (Vv)(Ruv -- Xv)) v (Vu)(Rwu -- Xu)]. Aceste doua traduceri ne vor permite sa reconfiguram relatia de con s ecinta semantica modala, despre care s-a aratat mai sus ca are loc intre VB si MV, drept urm atoare a relati e de consecinta sem antica de ordinu l al doilea: 164 (VX)(VY)(Vw){(3u)(Rwu & ( iv)(Ruv Xv)) v (Vu)(Rwu ([( iv) (Ruv • > ((Vv')(Rvv' Yv') Yv))] > Yu))} 1=2 ( iX)( iw)[(3u)(Rwu & ( iv)(Ruv Xv)) v ( iu)(Rwu > Xu)]. Pe scurt, todi[VB] 1=2 todi[MV]. Punctul nodal al partii (i) a explicatiei concepute aici va fi acum sa se spuna ca incompletitudinea sistemului VB este o consecinta a incompletitudinii logicii de ordinul al doilea. Astfel, in aceasta perspectiva de ordinul al doilea pe care o adoptam aici asupra incompletitudinii modale, a arata ca sistemul VB este necaracterizabil de catre nici o clasa de cadre-Kripke revine la a demonstra ca todi[VB] 1=2 todi[MV], dar ca todi[VB] i2 todi[MV]. iata acum detaliile perspectivei - in care intervine esential logica de ordinul al doilea - asupra ambelor stadii ale demonstratiei de necaracterizabilitate a lui VB. Este de asteptat o anumita familiaritate, un anumit sentiment de deja vu, cu aceasta demonstratie, deoarece argumentul bazat pe logica de ordinul al doilea care unneaza aici ne transmite aceeasi idee generala a demonstratiei pe care am dat-o in capitolul precedent incompletitudinii modale a lui VB. Pasul 1. Versiunea de ordinul al doilea a propozitiei ca fiecare cadru pentru VB este un cadru pentru MV va fi aceea ca traducerea de ordinul al doilea integrala a lui MV este o consecinta semantica de ordinul al doilea a traducerii de ordinul al doilea integrala a lui VB. Astfel, todi[<>nA v □(□(□B - > B) - > B)] 1=2 rodi[oaA v DA]. 165 Sa ne reamintim pe scurt ca in cazul modal demonstratia a fost articulata prin contrapozitie. Am putut arata ca fiecare model bazat pe un cadru care este un contraexemplu. pentru MV este, de asemenea, un model care o respinge pe VB. in mod corespunzator, ne propunem sa aratam ca are loc relatia care este contrapusa co nsec inte i semantice prezentate mai sus. Astfel, Г -todi[ODA v DA] 1 1=2 r todi[ODA v □(□(□B B) B)] 1. Prin urm are, ceea ce se cere este o demonstratie pentru urm atoarea propozitie: (1) -(VX)(Vw)[(3u)(Rwu & ( iv)(Ruv - > Xv)) v ('Vu)(Rwu - > Xu)] 1=2 -(VX)(VY)(Vw){ (:Ju)(Rwu & ('Vv)(Ruv Xv)) v ( iu)(Rwu ([('Vv) (Ruv ((Vv’)(Rvv' Yv') Yv))] Yu))}. Transformari logi ce evidente, care cuprind modificarea cuantorilor, modific area modalitatilor si echivalente veri-functionale, produc (2) (3X)(3w)[('Vu)(Rwu - > (:Jv)(Ruv & -Xv)) & (:Ju)(Rwu & -Xu)] 1=2 (3X)(3Y)(3w){( iu)(Rwu (:Jv)(Ruv & -Xv)) & (:Ju)(Rwu & ([('Vv) (Ruv (('Vv')(Rvv' Yv') > Yv))] &  Yu))}. La acest punct este util sa observam ca subformula din domeniul prefixului implicansului de mai sus este o conjunctie al carei prim conjunct este identic cu primul conjunct al subformulei care este in domeniul prefixului implicandumului. Din moment ce in mod banal fiecare formula se implica s emanti c pe ea insasi, pentru a demonstra propozitia (2) este suficient sa demonstram ca relatia de consecinta semantica se obtine intre (3) (3X)(3w)(3u)(Rwu & -Xu) si 166 (4) (3Y)(3w)(3u)(Rwu & ([('v'v)(Ruv ((Vv')(Rvv' Yv') Yv))] & -Yu)). Cu alte cuvinte, vrem sa aratam acum ca se obtine urmatoarea propozitie: (5) (3X)(3w)(3u)(Rwu & -Xu) Ft (3Y)(3w)(3u)(Rwu & ([(Vv)(Ruv "Vv')(Rvv' Yv') Yv))] & -Yu)). Pentru a arata ca (5) este o secventa semantica de ordinul al doilea adevarata, este suficient sa aratam ca conjunctia implicansului luata impreuna cu negatia implicandumului este nerealizabila. Astfel, arat acum ca se obtine urmatoarea relatie de conseci nta semantica: (6) (3X)(3w)(3u)(Rwu & -Xu) & -(3Y)(3w)(3u)(Rwu & ([('v'v)(Ruv ((Vv’)(Rvv' -- Yv') -- Yv"] & -Yu)) 1=2 A. (6) este adevarata ddaca conjunctia din stanga semnului pentru relatia de consecinta semantica nu poate sa fie adevarata. Pentru a arata aceasta, evaluez fiecare conjunct si urmaresc sa arat ca nu exita nici o posibilitate de a face toti conjunctii adevarati in acelasi timp. Astfel, m utand spre interior s imbolul cel mai din stanga al negatiei din c el de-al doilea conjunct, ceea ce obtinem di n (6) este (7) (3X)(3w)(3u)(Rwu & -Xu) & (VY)(Vw)(Vu)(Rwu -- ([('v'v)(Ruv -- ((Vv')(Rvv' Yv') -- Yv"] -- Yu) ) 1=2 A. Arat acum ca incercare a dea face conjunctia adevarata conduce lacontrad ictie. Astfel, pentru ca primul conjunct sa fie adevarat, fie Xo, Wo si Uo o litera-predicat (constanta) si respectiv constante individuale pentru doua lumi arbitrare. Atunci (8) (3X)(3w)(3u)(Rwu & -Xu) va fi adevarata, daca 167 (9) Rwouo & -Xouo este adevarata. Conjunctia (9) va fi adevarata la randul ei ddaca fiecare conj unct este adevarat. Astfel (10) Rwouo trebuie sa fie adevarata si (11) -Xouo trebuie sa fie adevarata. Trecand acum la cel de-al doilea conjunct al lui (7), pentru ca (12) (VY)(Vw)(Vu)(Rwu - > ([(Vv)(Ruv - > ((tfv')(Rvv' Yv') - > Yv))] - > Yu)) sa fie adevarata, fiecare instanta-substitutie a ei intr-o anumita interpretare data trebuie sa fie adevarata. Asadar, urmatoarea instanta, cu Yo, wo si uo drept constante corespunzatoare in exact acele pozitii in care apar variabilele cuantificate in (12), trebuie sa fie adevarata: (13) Rwouo ([(Vv)(RuoV ((Vv')(Rvv' Yov') Yov))] -> Youo). Deoarece Rwouo este adevarata potrivit lui (10), pentru ca (13) sa fie adevarata, urmatoarea propozitie trebuie sa fie si ea adevarata: (14) [(Vv)(RuoV ((Vv')(Rvv' Yov') Yov))] Youo. La acest punct in abordarea demonstratiei Stadiului 1 din perspectiva logicii de ordinul al doilea, trebuie sa punem in lucru functia de valorizare care a fost definita in cazul modal pentru literele-propozitie ‘A’ si ‘B’, cu scopul de a da acea demonstratie in cazul modal. Sa ne reamintim ca in cazul modal multimea mundana a lui ‘A’ este multimea vida, adica ‘A’ este falsa la fiecare lume in modelul modal, iar multimea mundana a lui ’B1 a fost definita drept V(B) = W - {u}, adica drept complementara domeniului WMa contramodelului M = (W.M. R.M. Vm), unde и e Wm 168 este o lume in prealabil aleasa, in asa fel incat <w,u > e Rm, iar w e W^este o lume arbitrara in legatura cu care se face stipularea ca (M, w) ODA v DA. Sa ne reamintim, de asemenea, ca demonstratia modala a Stadiului 1 continua prin a se arata ca (M, w) odA v □(□(□B B) B). Motivatia acestui ocol prin ‘aranjamentul’ care a fost folosit in cazul modal consta in a ne ghida in procesul heuristic prin care ajungem sa construim un model de ordinul al doilea pentru (14), care este omologul modelului modal folosit inainte in demonstrarea Stadiului 1. Astfel, fie multimea W - {li} extensiunea pe care aceasta interpretare de ordinul al doilea cautata aici o asigneaza literei (constantei) predicat Yo in (14). Evident, in aceasta interpretare consecventul lui (14), adica Youo, este fals. si pentru a arata ca implicansul lui (7), si astfel al lui (6), este nerealizabil este suficient sa se arate ca antecedentul lui (14), adica (i;fv)(Ruov ((l;fv')(Rvv' Yov') Yov)), este adevarat in aceeasi interpretare care asigneaza extensiunea W - {u} constantei-predicat Yo. Acum, pentru ca antecedentul lui (14), adica (15) (i;fv)(Ruov ((l;fv')(Rvv' Yov') Yov)) sa fie adevarat intr-o interpretare data, fiecare instanta-substitutie a sa trebuie sa fie adevarata in acea interpretare. Fie (16) Ruovo ((l;fv')(Rvov' Yov') Yovq) o instanta arbitrara a lui (15), si sa asumam Ruovo. Trebuie sa aratam ca (17) (i;fv')(Rvov' Yov') Yovo este adevarata in interpretarea data. Exista doua cazuri care trebuie considerate acum. Cazul 1. Uo = Vo. Atunci, antecedentul lui (17), adica (18) (i;fv')(Rvov' > Yov') 169 este fals, pentru ca (19) Rvolio - > Yqu0 este o instanta falsa a lui (18). Motivul pentru care (19) este falsa este acela ca potrivit Cazului 1, Un = vq, si prin asumptia noastra la randul (16), Ru0Vq este adevarata, ceea ce face. adevarat antecedentul lui (19), in timp ce consecventul sau, anume Y0u0, este fals in acea interpretare. Asadar, (17) este adevarata pentru ca are antecedentul fals, si din moment ce ea este consecventul lui (16), al carei antecedent a fost deja asumat a fi adevarat, decurge ca (16) insasi este adevarata. si intrucat orice este adevarat despre o instanta arbitrara a lui (15), asa cum este (16), este adevarat despre oricare alta instanta a lui (15), decurge ca in Cazul 1 propozitia (15) este adevarata. Cazul 2. Uo 01= Vq. Atunci din nou (17) este adevarata, deoarece consecventul ei, Yovo, este adevarat in acea interpretare care asigneaza constantei-predicat Yo extensiunea W - {и}. De unde rezulta ca (16) este adevarata si ca inchiderea ei universala, anume (15), este adevarata si ea. Asadar, (15) este adevarata in ambele cazuri. Mai mult, deoarece (15) este antecedentul lui (14), al carei consecvent, anume Youo, este fals in acea interpretare, (14) insasi trebuie sa fie falsa in acea interpretare. Deci incercarea noastra de a gasi o interpretare in care ambii conjuncti ai implicansului (7) sa fie adevarati a esuat. Asadar, conjunctia este nerealizabila, ceea ce este suficient pentru a stabili adevarul lui (6) si in consecinta si adevarul lui (5), (2) si (1). Cu alte cuvinte, ceea ce am putut arata aici este ca 1= iodi[MV] are loc in clasa structurilor-model de ordinul al doilea, care corespund clasei cadrelor-Kripke pentru sistemul VB. 170 Aceasta stabileste indreptatirea abordarii de ordinul al doilea a Stadiului 1 al demonstratiei de necaracterizabilitate a sistemului VB. Pasul 2. in ceea ce priveste perspectiva de ordinul al doilea asupra celui de-al doilea pas in demonstratia modala a necaracterizabilitatii lui VB, adica VB fl-ѵв MV, aceasta va consta intr-o ajustare in cadrul logicii de ordinul al doilea a rationamentului implicat in cazul modal. Sa ne reamintim pe scurt ca in cazul modal un cadru recesiv ra fost folosit pentru a defini o clasa de modele generale admisibile 2'J bazate pe acel cadru, cu scopul de a arata ca oricare instanta-s.ubstitutie a axiomei caracteristice a lui VB este valida in acea clasa, dar ca MV nu este, ceea ce este suficient pentru a arata ca MV nu este demonstrabila in VB. Este evident ca exista o redare (descriere) directa a acelui cadru in limbajul logicii de ordinul al doilea. Ceea ce se obtine astfel este mai intai o structura-model de ordinul al doilea Г2 = (D, Acc), care este omologul de ordinul al doilea al cadrului recesiv T, in asa fel incat multimea de lumi W din rcorespunde domeniului D al structurii-model Г", iar relatia de accesibilitate corespunde extensiunii constantei-predicat 'Acc'. La aceasta structura de ordinul al doilea trebuie sa adaugam apoi o multime 92 de submultimi de elemente ale lui D, care corespunde multimii 9:rde submultimi ale lui Wro Asadar, fiecare multime care apartine multimii 92 este sau o multime finita care contine obiecte luate din D, exceptand pe ii, sau complementarele lor (infinite) in D, care contin pe u, reflectand multimea 9:rdin cazul modal, care a fost definita drept multimea tuturor submultimilor finite ale lui W- {n} si complementarele lor in Wro Acum, interpretarea de ordinul al doilea, care va corespunde clasei 2'J a modelelor admisibile, este un model-Henkin pentru limbajul logicii de ordinul al doilea, a carui structura-model este aceea definita mai inainte si a carui functie de 171 valorizare este definita in asa fel incat sa asigneze fiecarei litere-predicat monadice o extensiune in multimea {i2. Cu al te cuvinte, V:1f^(a.'w) e {i2, unde litera-predicat monadica a. 'w este Trad2(tr), pentru tr e LLMP.   Urmatoarea miscare in perspectiva de ordinul al doilea pe care o adoptam aici asupra celui de-al doilea stadiu al demonstratiei de incompletitudine a lui VB este de acum evidenta. Miscarea va consta intr-o redare a lemelor implicate in demonstratia modala sub forma unor transformari corespunzatoare schimbarii de perspectiva. Astfel, in cazul modal au fost implicate trei leme, iar acestea pot fi redate, intr-o versiune semi-formala, in felul urmator: • Daca o propozitie cr e LSML contine, in afara de conectori, numai litere-propozitie tr , .. , flj, ale caror multimi mundane sunt membre ale lui {ir, atunci multimea mundana a lui creste o membra a lui {ir, • VB este corect fata de clasa .va modelelor admisibile. • MV este nevalida in clasa .v a modelelor admisibile. Acum avem toate elementele cerute pentru a produce o versiune de ordinul al doilea a demonstratiilor modale pentru cele trei leme de mai inainte. De fapt, omoloagele de ordinul al doilea ale acestor leme pot fi usor sesizate pe baza formularii lor modale. Astfel, urmatoarele trei leme, in versiunea de ordinul al doilea a demonstratiei, corespund pe rand celor trei leme de mai sus: • Daca o propozitie cr e LSOL contine, in afara de conectori, numai litere-predicat monadice , at, ale caror extensiuni sub asignarea a interpretarii-Henkin de ordinul al doilea sunt membre ale lui {i2, atunci creste adevarata in 172 • Versiunea de ordinul al doilea a lui VB este corecta fata de interpretarea-Henkin de ordinul al doilea 71 72. • todi[MV] este nevalida in interpretarea-Henkin de ordinul al doilea 71 72. Detaliile demonstratiei pot fi cu usurinta reconstruite pe baza demonstratiei modale pe care am dat-o in capitolul precedent pentru lemele modale corespunzatoare. De aceea, aici voi trece peste ele. Este important sa clarificam semnificatia reala a rederularii demonstratiei de incompletitudine a lui VB in versiunea de ordinul al doilea pe care o prezint aici. Reluarea demonstratiei in noul context nu se constituie intr-o explicatie autentica a fenomenului incompletitudinii modale, deoarece esentialmente ea repeta demonstratia data in cazul modal, chiar daca, de data aceasta, intr-un alt limbaj. Cu toate acestea, aceasta menevra ajuta la clarificarea unor aspecte, in masura in care face posibil pentru noi sa asociem incompletitudinea lui VB cu faptul ca nu exista o multime corecta si completa de reguli de inferenta pentru logica de ordinul al doilea. Oricum, aceasta nu inseamna ca ceea ce arata abordarea de ordinul al doilea a incompletitudinii lui VB este ca, in general, in logica de ordinul al doilea VB 1-2 MV. O astfel de generalizare fara restrictii nu intra in discutie aici, deoarece din ' perspectiva teoriei demonstratiei, nu exista ceva care sa fie logico de ordinul al doilea. Mai degraba, exista diferite sisteme corecte si fiecare sistem de felul acesta este semnificativ pentru unele aspecte ale relatiei de consecinta deductiva de ordinul al doilea pe care o capteaza. intr-adevar, nici una dintre aceste multimi de reguli de inferenta nu este completa, daca regulile sunt corecte. Totusi, in masura in care ceea ce ne intereseaza aici sunt sistemul modal particular pe care l-am examinat si relatia lui cu non-existenta unei multimi de reguli de inferenta corecte si complete pentru 173 logica de ordinul al doilea, doua remarci sunt de natura sa ne faca sa intelegem mai bine chestiunea incompletitudinii modale si a omoloagei sale de ordinul al doilea. (1) in mod banal, se poate defini un sistem logic de ordi nul al doilea in care secventa todi[VB] h tctdz[MV] si oricare instanta-substitutie a ei este o regula primitiva. in acest caz, VB inceteaza sa mai fie o formula incompleta, dar cu toate acestea sistemul astfel definit va continua sa fie incomplet fata de semantica sa standard de ordinul al doilea, daca regulile sale sunt corecte fata de aceeasi interpretare. O remarca colaterala merita sa fie tacuta aici, cu scopul de a clarifica granitele nete pe care le-am trasat mai inainte intre incompletitudinea modala, in calitate de fenomen de ordinul al doilea, si incompletitudinea aritmeticii de ordinul intai (Prima Teorema de incompletitudine a lui Godel). VB este o formula incompleta in cadrul teoriei modale VB si fata de MV, deoarece MV nu este demonstrabila in sistemul K din VB, desi clasa cadrelor in care VB este valida face ca formula MV sa fie si ea valida. Totusi, VB nu este pentru teoria modala VB ceea ce propozitia Godel Gt este pentru oricare teorie T, care este o subteorie axiomatizabila corecta a lui Q , adica a aritmeticii de ordinul intai complete. Deoarece chiar daca am adauga propozitia nedecidabila Gt lui T, ceea ce am obtine ar fi un nou sistem T', care ar fi supus iarasi procedurii lui Godel de constructie a unei propozitii nedecidabile pentru T', ceea ce va face ca sistemul T la randul sau sa fie incomplet in sensul lui Godel. in timp ce formula VB nu este pentru sistemul (teoria modala) VB genul de propozitie indecidabila care este propozitia Gt pentru T. VB este numai o formula incompleta, tacand in felul acesta incomplet sistema  a carui unica secventa-axioma este aceasta formula, deoarece formula MV, care este valida fata de clasa tuturor cadrelor pentru VB, nu este demonstrabila in sistemul K din formula VB. 174 (2) Cea de-a doua remarca este mai putin banala. Pentru a pune in perspectiva corecta semnificatia incompletitudinii sistemului VB prin relationarea ei cu faptul ca nu exista un set porect si complet de reguli de inferenta de ordinul al doilea, ar fi mai. lamuritor sa oferim cateva dovezi suplimentare in sprijunul ideii remarcii precedente, care este aceea ca abordarea de ordinul al doilea a incompletitudinii lui VB nu consta in a pretinde ca secventa fodi[VB] f-2 todi[MV] nu este in general demonstrabila in logica de ordinul al doilea. Pastrand in minte aceasta remarca, ne-ar fi de ajutor daca am produce o derivare actuala a acestei secvente deductive intr-un sistem de ordinul al doilea. in mod corespunzator, voi da acum detaliile unei demonstratii pentru VB f-l MV, unde 'f-l' este relatia de consecinta deductiva in logica de ordinul al doilea monadica predicativa. Strategia pentru o astfel de demonstratie poate fi sesizata printr-o inspectie atenta a demonstratiei, date mai inainte in acest capitol, pentru versiunea de ordinul al-doilea a Stadiului 1 din demonstratia de incompletitudine a lui VB. Detaliile acestei demonstratii sunt similare unei deductii formale si de aceea ideea acum este de a concepe o cale de a converti acel argument semantic intr-o derivare demonstrativa a secventei cerute in logica de ordinul al doilea monadica predicativa. Astfel, urmand indeaproape argumentul semantic prezentat mai inainte, stim ca demonstratia secventei todi[VB] l=2 todi[MV] a cerut ca litera-predicat monadica Yo sa stea pentru extensiunea W - {u}. Aceasta sugereaza ca o strategie fezabila pentru o demonstratie formala este una in care concepem un predicat care este satisfacut exact de membrii lui W - {u}. Un astfel de 175 predicat este predicatul monadic ’ _ uo', care, intr-o demonstratie in logica de ordinul al doilea monadica, poate fi inlocuit cu o variabila-predicat intr-o aplicatie a regulii 32i. iata acum o demonstratie pentru secventa d e d u ctiva todi[VB] todi[MV]. Procedam prin contrapozitie, dand o d emo n s t rat i e pentru sec venta r -todZ[MV] 1 Н  r  rodi[VB] 1. Asadar, acum vrem sa d e m onstram secventa -(VX)(Vw)[(3u)(Rwu & (Vv)(Ruv Xv)) v (Vu)(Rwu Xu)] -(VX)(VY)(Vw){(3u)(Rwu & (Vv)(Ruv Xv) ) v (Vu)(Rwu ([(Vv) (Ruv ((Vv')(Rvv' Yv') Yv))] Yu))}. Pentru a simplifica demonstratia, dam urmatoarea de mo n stratie pentru se c v en t a deductiv echivalenta (3X)(3w)[(Vu)(Rwu (3v)(Ruv & -Xv) ) & (3u)(Rwu & -Xu)] (3X)(3Y)(3w){(Vu)(Rwu (3v)(Ruv & -Xv) ) & (3u)(Rwu & ([(Vv)(Ruv ((Vv')(Rvv' Yv') Yv))] & -Yu") Demonstratie 1 (1) (3X)(3w)[(Vu)(Rwu (3v)(Ruv & -Xv) ) & (3u)(Rwu & -Xu)] Premisa 2 (2) (3w)[(Vu)(Rwu (3v)(Ruv & -Xov) ) & (3u)(Rwu & -Xou)] Asumptie 3 (3) (Vu)(Rwou (3v)(Ruv & -Xov) ) & (3u)(Rwou & -Xou) Asumptie 3 (4) (Vu)(Rwou (3v)(Ruv & -Xov) ) 3 &E 3 (5) (3u)(Rwou & -Xou) 3 &E (6) uo = uo iT 176 (7) -uo * u0 6 iS (DN+) (8) Vo = vo iT (9) (Vv')(Rvjv' --Yf:v') --v0 = v0 8 Si (PiM) (10) Ruovi -- ^Vv')(Rv|v' -- Yov') -- vo = v0) 9 Si (PiM) (11) (Vv)(Ruov -- ((Vv')(Rvv' -- Yov') -- Vo = v0) ) 10 V2i 12 (12) Rwouo & -Xouo Asumptie 12 (13) Rwouo 12&E (14) (Vv)(Ruov -- ((Vv')(Rvv' -- Yov') -- vo = vo)) & -uo * uo 11,7 &i 12 (15) Rwouo & ([(Vv)(Ruov -- ((Vv')(Rvv' -- Yov') -- vo = vo))] & -uo * uo) 13,14 &i 12 (16) (::lu)(Rwou & ([(Vv)(Ruv -- ((Vv')(Rvv' -- Yov') -- vo = vo))] & -uo * uo)) 15 3‘i 3,12 (17) (Vu)(Rwou -- (::lv)(Ruv & -Xqv)) & (3u)(Rwou & ([(Vv)(Ruv -- ((Vv')(Rvv' -- Yov') -- vo = vo))] & -Uq * uo)) 4,16 &i 3,12 (18) (:lw){(Vu)(Rwu -- (3v)(Ruv & -Xqv) ) & (3u)(Rwu & ([(Vv)(Ruv -- ((Vv')(Rvv' -- Yov') -- vo = va))] & -Uo * uo))} 17 31! 3,12 (19) (3Y)(3w){(Vu)(Rwu -- (::lv)(Ruv & -Xcv)) & (3u)(Rwu & ([(Vv)(Ruv -- ((Vv')(Rvv' -- Yv') -- Yv))] & -Yu))} 18 32i 3,12 (20) (3X)(3Y)(3w){(Vu)(Rwu -- (3v)(Ruv & -Xv) ) & (::lu)(Rwu & ([(Vv)(Ruv -- ((Vv')(Rvv' -- Yv') -- Yv"] & -Yu))} 19 32i 3 (21) (3X)(3Y)(::lw){(Vu)(Rwu -- (::lv)(Ruv & -Xv) ) & (3u)(Rwu & ([(Vv)(Ruv -- ((Vv')(Rvv' -- Yv') -- Yv"] & -Yu))} 5,12,20 32E 2 (22) (3X)(3Y)(3w){ (Vu)(Rwu -- (::lv)(Ruv & -Xv)) & (3u)(Rwu & ([(Vv)(Ruv -- ((Vv'XRvv* -- Yv') -- Yv"] & -Yu"} 2,3,21 32E 177 1 (23) (3X)(3Y)(3w){ (Vu)(Rwu (3v)(Ruv & -Xv" ) & (3u)(Rwu & ([(Vv)(Ruv ((Vv')(Rvv' Yv') Yv))] &  Yu))} 1,2,22 32E   Aspectul al Ш-lea al explicatiei in logica de ordinul al doilea a incompletitudinii modale. Sa ne reamintim ce am spus inainte despre acest aspect. Anume, desi redarea intr-un limbaj de ordinul al doilea a demonstratiei incompletitudinii lu i VB este utila, in sensul ca ne lasa sa aruncam o privire asupra mecanismului fenomenului incompletitudinii modale, cu toate acestea ea nu ajunge sa constituie o explicatie deplina. Motivul este ca o rederulare a demonstratiei precedente pentru cazul modal intr-un cadru de ordinul al doilea nu este altceva decat o reluare a unei vechi demonstratii intr-un limbaj diferit. Este momentul acum sa impingem mai departe explicatia insasi. in mod corespunzator, in sectiunea finala a acestui capitol voi da detalii ale acestei explicatii pe care o urmarim aici. in acest scop, strategia mea va fi sa exploatez tipul de explicatie care a fost utilizat mai inainte pentru a da seama de completitudinea sistemului S5, si anume explicatia bazata pe conceptul de incompletitudine a formulei. De data aceasta, insa, aceasta notiune va figura intr-o explicatie bazata pe logica de ordinul al doilea pentru incompletitudinea sistemului VB. si ideea generala va fi ca VB, ca teorie modala, are proprietatea incompletitudinii formulei, pentru ca secventa-axioma caracteristica a lui VB este o formula incompleta. Aceasta explica necaracterizabilitatea lui VB de catre orice clasa de cadre-Kripke fata de care sistemul este corect. Exista doua componente in explicatia bazata pe logica de ordinul al doilea pentru rezultatul ca VB este un sistem incomplet. Mai intai, exista o abordare directa a 178 acestui fapt prin intermediul notiunii de incompletitudine a formulei. Potrivit acestei notiuni, VB este incomplet datorita urmatorului motiv: ODA v □(□(□B B) B) F:KODA v DA   undc Keste clasa tuturor cadrelor pentru VB, dar ODA v □(□(□B B) B) it-к ODA v DA. Astfel, sistemul VB este incomplet pentru ca formula sa caracteristica are drept consecinta 'semantica in clasa tuturor cadrelor pentru VB o formula care nu este, cu toate acestea, o consecinta deductiva din axioma lui VB in sistemul logic K al lui VB. in al doilea rand, avem la dispozitie rezultatul discutat la punctul (i) mai inainte (vezi pagina 163), care deschide posibilitatea de a pune incompletitudinea lui VB in perspectiva corecta. Derivarea secventei VB r ' MV intr-un sistem care defineste o relatie de consecinta deductiva de ordinul al doilea pe o multime de formule indica faptul ca explicatia de ordinul al- doilea a fenomenului incompletitudinii modale nu este aceea ca nu exista nici un sistem de ordinul al doilea S"in care ODA v D(D(DB B) B) it-s2 ODA v DA, deoarece un astfel de sistem in care secventa este demonstrabila exista de fapt. Mai degraba, semnificatia incompletitudinii lui VB, asa cum emerge aceasta din abordarea de ordinul al doilea pe care o urmarim aici, este aceea ca relatia de consecinta deductiva Hk a logicii modale K, in care studiem teorii modale precum VB, are o putere expresiva mai slaba decat relatia de consecinta deductiva de ordinul al doilea r '. Pentru a face precisa aceasta idee avem nevoie de urmatoarea notiune de relatie 179 de consecinta deductiva care este o extindere conservatoare a unei alte relatii de consecinta deductiva. Astfel, Fie Lsi L* doua limbaje si fie T (de la ‘traducere’) o functie T: L=: -L", de la propozitiile lui Lin propozitiile lui L*. Atunci 1-* este o relatie de L'-consecinta care se spune ca este o extindere conservatoare a unei relatii de L-consecinta 1-, relativ la T, daca urmatoarea relatie se obtine pentru fiecare multime de L-propozitii si fiecare L-propozitie CJ T(.E) 1-* T( CJ) numai daca .E 1- CJ. Cu alte cuvinte, o relatie de consecinta deductiva intre propozitiile unui limbaj -L" este o extindere conservatoare a unei relatii de consecinta deductiva intre propozitiile unui alt limbaj L, daca o secventa deductiva care este traducerea unei secvente din limbajul originar Lin limbajul .c' nu poate fi demonstrata in limbajul .c' daca secventa nu este demonstrabila in limbajul originar L Folosind acum aceasta notiune de extindere conservatoare, putem face precisa ideea incompletitudinii sistemului VB, ca o manifestare a incompletitudinii logicii de ordinul al doilea. Am demonstrat inainte ca in cazul modal (A) VB if-к MV iar in acest capitol tocmai am demonstrat ca (B) todz[VB] todi[MV]. Totusi, rodi[VB] si todz[MV] sunt traduceri ale lui VB si respectiv MV din LLMP in LLOD, ceea ce inseamna ca todi joaca aici rolul pe care functia T il joaca in definitia conceptului de relatie de consecinta deductiva care este o extindere conservatoare, 180 intr-un limbaj, a unei alte relatii de consecinta deductiva, din limbajul originar. Prin urmare, luata ca intreg, secventa todi[VB) todi[MV) este o traducere in LLOD, potrivit functiei de traducere T, a secventei VB HkMV din limbajul originar al logicii modale a propozitiilor. Totusi, asa cum indica (B) si (A) de mai sus, secventa todi[VB] 1- todi[MV] este demonstrabila intr-un sistem de ordinul al doilea predicativ monadic, in timp ce seecventa a carei traducere este aceasta secventa de mai sus, adica VB 1- MV nu este demonstrabila in sistemul K; altfel spus, nu este demonstrabila in logica modala - mai slaba decat sistemul de ordinul al doilea - a oricarei teorii modale. Potrivit definitiei date mai sus extinderii conservatoare, acest rezultat, asadar, face din relatia de consecinta in LLOD 1-  o extindere non-conservatoare a relatiei de consecinta in LLMP i-к. De unde decurge ideea importanta ca relatia de consecinta deductiva de ordinul al doilea predicativa in LLOD este mai puternica decat relatia de consecinta deductiva modala in LL^MP. Cu alte cuvinte, rezultatul considerat aici indica faptul ca exista o secventa al carei adevar poate fi exprimat in LLOD, in timp ce traducerea acesteia in LLiMP nu reuseste sa exprime o secventa adevarata. Cu privire la acest aspect, cel putin, puterea expresiva a LLOD pare sa fie mai mare decat puterea expresiva a LL^MP. 181 Dar atunci, problema naturala care se ridica este cum putem da seama de aceasta putere expresiva a LLOD, care este mai mare decat aceea a LLMP. O examinare atenta a demonstratiei date secventei relevante pentru aceasta chestiune, anume (B) todi[VB] f-l fodi[MV], indica faptul ca manevra cruciala care produce derivarea de ordinul al doilea a lui (B) consta in substituirea formulelor de ordinul intai, care contin o variabila libera, cu variabile de ordinul al doilea, in aplicatii ale regulii 32i, manevra urmata de trei aplicatii succesive ale regulii 32E care incheie demonstratia. Acum, intrucat faptul acesta - si anume de a fi posibil sa substituim oricare formula de ordinul intai, care contine o variabila libera, cu variabile de ordinul al doilea, sau, in mod alternativ, sa substituim o variabila de ordinul al doilea cu o formula de ordinul intai, care contine o variabila libera, in cadrul aplicari lor regulilor de inferenta pentru cuantorii de ordinul al doilea - este propriu LLOD, in timp ce manevra respectiva nu poate fi executata in LLMP, avem aici o imagine clara a ceea ce este implicat in aceasta putere expresiva superioara a LLOD fata de LLW. intr-adevar, asa cum am indicat mai sus, in demonstratia lui (B) ne folosim in mod crucial de substitutia unei anumite formule de ordinul intai, care contine o variabila libera, cu o variabila de ordinul al doilea relavanta pentru o aplicatie li. regulii 32i. Totusi, aceasta miscare nu este intotdeauna fezabila in cazul modal, cum ar fi de pilda acel caz care este raspunzator pentru (A) VB ifK MV. Astfel, este clar ca trebuie sa existe interpretari pentru LLNMP, astfel incat cadrul fiecarei interpretari .T este definibil in limbajul de ordinul intai, dar cu toate acestea 182 multimea de lumi W a interpretarii inu este multimea mundana a nici unei propozitii modale. Pentru a da un exemplu de astfel de. caz, sa consideram urmatorul cadru tranzitiv care este reprezentat in imaginea de mai jos. Acesta este rezultatul unei modificari a cadrului recesiv pe care l-am folosit pentru a demonstra incompletitudinea sistemului VB. Acum, in fiecare model tranzitiv Mbazat pe cadrul de mai jos, u si v pot sa vada aceleasi lumi, adica pe fiecare w, e W, O < i < oc, si pot fi vazute de catre aceleasi lumi, adica de nici una. ideea principala este ca daca pentru fiecare propozitie atomara e LLMP u este in multimea mundana din M a lui ddaca v este in multimea mundana din Ma lui 1<-, atunci nici o propozitie modala care o contine pe nu poate sa aiba Wa - {u} sau WAi- {v} drept multime mundana a sa. Aceasta revine la a spune ca in 'aranjamentul' prezentat in acest mediu modal, judecata WA-r- {u}, sau judecata WA - {v} sunt inexprimabile de catre oricare propozitie din LLMP. Wq* W * W W?* Sa aratam acum ca lucrurile stau asa. Trebuie sa luam in considerare doua formule, care contin o litera-propozitie 1<-, al caror principal conector este operatorul 183 posibilitatii si respectiv acela al necesitatii. Pentru a incepe, fie Jr litera-propozitie 'A'. Fie apoi Mun model pentru limbajul {A}, model care este bazat pe cadrul tranzitiv r-de mai sus, si stipulam ca modelul sa fie definit potrivit ipotezei ca u in M este in multimea mundana a lui 'A' ddaca v in Meste in multimea mundana a lui 'A'. Astfel, (M, и) 1= A ddaca (M, v) 1= A. Apoi, pentru 'oA' avem urmatoarele doua cazuri: Cazul 1°: w,[A] = A, (Vi) O < i < oc. Atunci v[oA] = .L, u[oA] = A, si w,[oA] = A, ( :fi) O < i < oc. Asadar, {w e W: (M, w) 1= oA) = 0. Dar 0 7= W- {и} si 0 * W- {v) si prin urmare nici W - ("} si nici W - {v} nu sunt in multimea mundana a lui 'oA'. Cazul 2°: w}A] = T, pentru cel putin un), O <) < oc. Cazul 2°.l: Fie j = O. Atunci v[oA] = T, u[oA] = T, w,-[ oA] = T, (Vi) O < i < oc, si wo[oA] = A. Astfel, {w e W: (M, w) 1= oA} = W - {wo} si din nou W- {w0} 7= W - fu} si W - {wo} W - {v}. Asadar nici in acest caz W - {u} sau W - {v} nu sunt in multimea mundana a lui 'oA'. Cazul 2°.2: Fie) > O, si) = k, pentru un k efL Atunci v[oA] = T, u[oA] = T, Wk+"[oA] = T, unde n > 1. Pe de alta paite, wu[oA] = A wt[oA] = A. Asadar, {w e W: (M, w) oA} = W- {w(), W , .., ivj. Dar W- {w0, w], .., 7= W- fu} si W- {wo, w;, .., w>} 7= W- {v}. Prin urmare, din nou nici W- {u} si nici W- {v} nu sunt in multimea mundana a lui 'oA'. 184 Sa consideram acum cele doua cazuri pentru 'DA': Cazul 1°: w,{A] = T, (Vi) O i < ce. Atunci v[DA] = T, u[OA] = T, si w,-[DA] = T, (Vi) O < i < ce. Astfel, {w e W: (Al, w) к DA} = W. Dar W - W - {и} si W'* W - {v} si astfel nici W- {u} si nici W - {v} nu sunt in multimea mundana a lui 'DA'. Cazul 2°: wj[A] = X, pentru cel putin un j, O :S;) < ce. Cazul 2a.1: Fie) = O. Atunci v[DA] = J., u[DA] = J., w;[DA] = J., (Vi) O < i < ce, si wo[DA] = T. Asadar, {w e W: (Al, w) DA} = {wo}. Dar {wa} W- fu} si {wo} '* W - {v}. Asadar nici W - fu} si nici W - fv} nu sunt in multimea mundana a lui ’DA’. Cazul 2° .2: Fie) > 0, si) = k, pentru un k eN. Atunci v[DA] = X, u[OA] = 1., Wk-+n[OA] = X, unde n > 1. Pe de alta parte, wa[cA] = T, .., w*[dA] = T. Astfel, {w e W: (Al,, w) DA} = {wo, wj, .., wj. Totusi, {wa, wy, .., wd W - fu} si {wo. wi, .., wd '* W — {v}. Prin urmare, din nou, nici W - {u} si nici W - {v} nu sunt in multimea mundana a lui 'DA'. Sa rezumam acest rezultat: am aratat ca intr-un model Al, bazat pe cadrul tranzitiv Г de la pagina 183, daca lumea и este in muitimea mundana a unei litere-propozitie llj ddaca lumea v este in multimea mundana a lui llj, atunci multimea mundana a oricarei propozitii modale care contine litera-propozitie llj ca pe o parte componenta nu poate sa fie nici multimea de lumi (judecata) Wfi{ - {и} si nici multimea de lumi (judecata) Wm- {v}. 185 Cu toate acestea, dimpotriva, oF u’ si '_ oF v’ sunt formule de ordinul inlai care sunt satisfacute de catre toti membrii lui W, - {и} si respectiv W,M- {v}, si numai de catre acestia. Cu alte cuvinte, in LLOD exista formule care pot exprima ceva, anume judecata - ("} sau judecata W,M -{v}, pe care nici o formula din LLMP nu le poale exprima. Mai gene ral, morala globala este aceea ca sistemul VB este necaracterizabil datorita lipsei de putere de exprimare a LLMP, comparativ cu puterea de exprimare a LLOD. Astfel, asa cum arata argumentul elaborat in acest capitol, putem face rationamente in logica de ordinul al doilea predicativa cu formule pe care LL1MP nu are nici o putere sa le exprime. Aceasta este principala ratiune a faptului ca secventa (B) todi[VB] i-l todi[MV] este demonstrabila in logica de ordinul al doilea, in timp ce versiunea sa modala, an ume (A) VB i-K MV nu este demonstrabila modal. 186 Capitolul 4. Este logica de ordinul al doilea o logica? introducerea logicii de ordinul al doilea in tesatura principalului argument al acestei lucrari ridica unele chestiuni controversabile, ale caror temeiuri cer o elucidare filosofica. in acest ultim capitol, incerc sa pregatesc terenul pentru aceasta examinare. Fara indoiala ca motivatia tranzitiei de la logica de ordinul intai la logica de ordinul al doilea, ca si rezultatele la care contribuie aceasta trecere, pot fi privite si evaluate din perspective diferite. Sa notam succint ca exista diferite unghiuri de abordare a acestei chestiuni, care sunt foarte promitatoare pentru un tablou filosofic, cum ar fi punctul de vedere logic, matematic, lingvistic si cel filosofic.1 Din perspectiva logica, exista tendinta de a 'degrada' logica de ordinul al doilea, sau cel putin de a prefera logica de ordinul intai, datorita comportamentului regulat al metateoriei celei din urma, prin contrast cu caracterul mai 'neimblanzit' al metateoriei celei dintai. (Sa ne amintim lista ‘neajunsurilor’ logicii de ordinul al doilea - lipsa metateoremelor familiare si utile - care a fost intocmita in capitolul anterior.) Totusi, acest aspect este departe de a fi concluziv. Dimpotriva, el da nastere unei dileme, deoarece bine-cunoscutele rezultate care caracterizeaza logica de ordinul intai si esueaza in logica de ordinul al doilea nu pot fi evaluate intr-un mod univoc. interpretarea lor este o chestiune de situare si de perspectiva, aidoma aceleia in care privim, intr-un anumit context, la un pahar de apa: 1 Cf. J. F. A. K. Van Benthem, 'Tense Logic, Second-Order Logic, and Natural Language', in Uwe Monnich, ed., Aspects of Philosophical Logic. Some Logical Forays in o Central Notions of Linguistics and Philosophy, D. Reidel Publishing Company, Dordrecht Holland, 1981, pg. 1-20. 187 este acesta pe jumatate plin, sau pe jumatate gol? Astfel, este obtinerea teoremei Lowenheim-Skolem in logica d e ordinul intai punctul fo rte al acestei logi c i, in truc at, asa cum interpreteaza Quine lucrurile,2 faptul ca teorema Lowenheim-Skolem se obti n e in l ogica de ord in ul intai ins eamna ca abordare a model-teoretica si cea substitutionaJa a validitatii logice re v in la unul si a c e l as i lucru? Sau e s te mai de graba o slabiciune a acestei logici? Deoarece logica de ordinul intai nu poate face o d i sti n ct i e, pe care logica de ordinul al doilea o poate face, intre marimi infinite care au cardinali diferiti. De asemenea, ar trebui sa aclamam compactitatea semanticii pentru limbajul logicii de ordinu l intai (LLOi) pentru val oare a sa autentica si rolul pe care-l joaca in argumente model-teoretice? Sau ar trebui, dimpotriva, sa deplangem slabiciunea cu care impovareaza orice limbaj de ordinul intai, slabiciune care consta in imposibilitatea de a exprima intr-un astfel de limbaj un concept atat de util si de ‘simplu’ precum cel de finitudine. Sper ca din caracterul fals-dramatic al acestor intre b ari s a ap ara cu e v ide nta ca ceea ce suntem indreptatiti sa cautam aici nu este in nici un caz un raspuns definitiv. Pentru ca, in ultima instanta, alegerea pe care o facem intre cele doua logici va depinde de problema pe care o abordam intr-un context de cerc etare. Din punct de vedere matematic, c uant i fi care a asupra tuturor submultimilor unei mu lti m i d ate s i asupra tuturor fun c ti i l or, care este marca d i st i n ctiv a a logicilor de ordinul al doilea si de ordine sup er i o are, este foarte com u n a in practica. Asa incat s-ar parea ca logica de ordinul al d o i l e a, mai degraba decat logica de ordinul intai, ar capta spiritul real a ceea ce fac matematicienii. Totusi, putem rezista rational acestei concluzii, iar daca cineva ar im b rati s a- o in mod pripit, am putea fo arte usor sa ridicam obiectia circularitatii. La urma urmei, exista o tendinta reprezentativa de a formula 2 Cf. W. V. O. Quine, Philosophy of Logic, editia a doua, Harvard University Press, Cambridge, Massachusetts and London, England, 1970, 1986. 188 teoriile matematice in lexicon set-teoretic. si desi aceasta tendinta nu contribuie cu nimic la eliminarea caracterului tipic de ordinul al doilea al anumitor concepte matematice, ea ne lasa totusi intr-o stare de indecizie in legatura cu chestiunea daca ar trebui sa folosim sau nu logica de ordinul al doilea pentru a da o descriere adecvata teoriei deductiei care este incorporata intr-o practica matematica. Din punct de vedere lingvistic, putem construi un argument foarte puternic in sprijinul folosirii logicii de ordinul al doilea drept cel mai potrivit instrument pentru regimentarea limbajului natural. Exista un argument convingator in favoarea acestei conceptii, care se prezinta, in mare, in felul urmator: logica de ordinul al doilea si, in general, logicile de ordin superior sunt necesare pentru a capta puterea expresiva a unui limbaj natural, care se releva in cuantificarea asupra proprietatilor (calitatilor). Chestiunea de examinat aici este daca cea mai adecvata simbolizare - daca exista asa ceva - a unui limbaj natural in limbajul logicii de ordinul al doilea cere semantica ‘tare’ (standard) pentru acest limbaj din urma, impunand in felul acesta folosirea tuturor modelelor standard si numai a lor. Sau poate, mai degraba, ne-am putea folosi de semantica Henkin pentru limbajul logicii de ordinul al doilea, in masura in care multimea tuturor submultimilor definibile ale domeniului va fi suficienta pentru sarcina cuantificarii asupra calitatilor pe care un vorbitor tipic le cuantifica de obicei. Din punct de vedere filosofic, exista bine-cunoscutele nemultumiri ale lui Quine in privinta logicii de ordinul al doilea.3 Ele pot fi convenabil inglobate in doua categorii distincte si corelate: un argument set-teoretic si un argument filosofic (ontologic) impotriva folosirii logicii de ordinul al doilea. Potrivit celui dintai, ar fi mai bine sa consideram logica de ordinul al doilea drept teorie a multimilor, pentru ca aceasta interpretare este mai putin inselatoare decat aceea care socoteste aceasta 3 ibidem, pg. 66-68. 189 'logica' O logica autentica. Potrivit celui de-al doilea argument, logica de ordinul al doilea ii va angaja pe campionii ei fata de existenta proprietatilor, adica a universaliilor - 'animale metafizice.' a caror existenta Quine o conte sta -angajamentul nedorit fiind de neocolit tocmai datorita criteriului quinean al angajarii ontologice, care ne spune ca a fi este a fi valoarea unei variabile legate.4 Logica de ordinul al doilea joaca un rol crucial nu numai in explicarea incompletitudinii modale care a fost dezvoltata in aceasta lucrare, ci si in multe alte intreprinderi filosofice. iata de ce merita sa-i evaluam calitatile si reputatia din p erspe c t iva filosofica. Exact acesta este motivul pentru care chestiunea pe care vreau sa o urmaresc aici va fi daca, impotriva dezacordului lui Quine, sustinerea conceptului ca logica de ordinul al doilea este o logica reala sau autentica, pe picior de egalitate cu l ogi c a de ordinul intai, are perspective bune. Astfel, m ai intai voi examina nemultumirile lui Quine in privinta logicii de ordinul al doilea si in mod deosebit conceptia sa ca logica de ordinul al doilea este 'teorie a multimilor in blana de oaie’.5 Apoi voi introduce in tesatura argumentului meu filosofic consideratii asupra felului in c are G. Boolos apara aceasta logica. Esenta acestei aparari este ca exista o continuitate lina, mai degraba decat o distinctie neta, intre logica de ordinul intai si logica de ordinul al doilea. Continuitatea este ilustrata prin existenta unor concepte metalogice importante precum acelea de interpretare, validitate, corectitudine si decidabilitate, care apar cu aceleasi intelesuri, sau cu deosebiri minore atat in logica de ordinul intai cat si in cea de ordinul al doilea.6 Voi face dupa aceea o evaluare a felului in care conceptia lui Quine rezista in fata argumentelor lui Boolos. 4 Cf. W. V. O. Quine, From a Logical Poinl ofView, Harvard, Cambridge, 1953. 5 Cf. W. V. O. Quin e, Philosophy ofLogic, 1970, pg. 66-68. 6 Cf. G. Boolos On Second-Order Logic, The Journal of Philosophy, voi. LXXll, nr. 16, septembrie 18 (1975), pg. 509-527. ' 190 in mod special, miza tuturor acestor argumente este delimitarea unei pozitii care poate fi inteleasa pe baza raspunsurilor la urmatoarele intrebari. Daca Quine ar avea dreptate, care ar fi relevanta criticii sale pentru sansele de a ‘reduce’ modalitatile la structuri de ordinul al doilea? Pe de alta parte, daca ideea generala a lui Boolos ar fi bine intemeiata, atunci cum ar afecta aceasta intelegerea noastra globala a argumentului central al acestei lucrari? impotriva pozitiei lui Quine, voi cauta sa arat ca poate fi obtinuta o exonerare a logicii de ordinul al doilea, daca se acorda atentia cuvenita distinctiei nete dintre conceptul logic sau (dupa cum l-am putea numi) cel fregean de multime, dupa care multimile au o structura booleana, si notiunea iterativa de multime, dupa care multimile nu au o astfel de structura. Astfel, in masura in care notiunea logica de multime este o notiune logica legitima, ne-am putea astepta sa dam o justificare buna logicii de ordinul al doilea in calitate de logica autentica. Dar atunci, s-ar putea sa existe unele temeiuri bune pentru a spune ca atitudinea critica a lui Quine fata de logica de ordinul al doilea nu discrimineaza suficient intre doua tinte, pe care el le considera a fi una singura, si anume intre logica de ordinul al doilea ca logica a multimilor in sensul logic al ‘multimilor’ si logica de ordinul al doilea ca logica a multimilor in sensul iterativ al ‘multimilor’. Deoarece numai in sensu l din urma logica de ordinul al doilea poate fi interpretata legitim drept ‘teorie a multimilor in blana de oaie', voi urmari sa argumentez ca obiectia ontologica principala a lui Quine impotriva interpretarii logicii de ordinul al doilea se adreseaza, de fapt, numai conceptului iterativ de multime, care nu este o parte proprie a logicii. Potrivit acestei conceptii despre multimi, teoria multimilor are intr-adevar o 'ontologie coplesitoare’ si cade in bataia obiectiilor lui Quine impotriva presupozitiilor ontologice substantiale in logica. Pe de alta parte, conceptia fregeana 191 despre multimi face sa fie rezonabila interpretarea conceptului ei central de multime in calitate de concept logic, epurand in felul acesta notiunea de multime de orice implicatii ontologice masive. Dezacordurile lui Quine cu logica de ordinul al doilea Sa examinam acum succint principalele obiectii ale lui Quine la adresa logicii de ordinul al doilea. in Philosophy of Logic, Quine creioneaza contrastul dintre doua atitudini fata de logica de ordinul al doilea si deplange existenta acestora. Pe de o parte, exista atitudinea logicianului confuz, care oblitereaza distinctia dintre folosire si mentionare, iar pe de alta parte exista atitudinea celui care face loc in ontologia sa atributelor si care, drept urmare, nu gaseste nimic de obiectat in privinta cuantificarii asupra proprietatilor. intelegerea mea a chestiunii considerate aici este ca pentru a da un sens criticii pe care o face Quine logicii de ordinul al doilea ne este de ajutor sa pornim de la un rezumat succint al conceptiei sale despre ce este un idiom inteligibil al cuantificarii. in mare, criteriul quinean- al cuantificarii cu sens este ca '[o] pozitie care rezista substitutivitatii identitatii nu poate fi cuantificata cu sens’.7 Problema cuantificarii are ramificatii interesante in semantica si metafizica modalitatilor, sau in semantica atribuirii de atitudini propozitionale. Merita sa mentionam aici ca W. V. O. Quine foloseste acest criteriu atunci cand respinge logica modala cuantificata (asa-numitele 'modalitati de re') si cuantificarea in pozitii care apar in cadrul contextelor atribuirilor de atitudini. Nu voi urmari aceasta linie de argumentare aici. 7 W. V. O. Quine, 'Reply to David Kaplan', in L. E. Hahn si P. A. Schilpp, ed., Philosophy of W. V. Quine, LaSalle: Open Court, 1986, pg-, 291. 192 Totusi, in conceptia lui Quine, o anumita folosire a acestui criteriu al cuantificarii cu sens este raspunzatoare pentru respingerea logicii de ordinul al doilea. Pentru a descifra mai departe conceptia lui Quine este nevoie sa ne intrebam ce genuri de itemi pot ocupa o pozitie care nu rezista substitutivitatii, sau care este deschisa fata de ea si ce categorii de astfel de itemi nu pot ocupa o astfel de pozitie? Pentru telurile discutiei noastre de aici este de ajuns sa spunem ca un nume (sau reprezentantul sau formal, care este o constanta individuala) poate ocupa cu sens o pozitie care nu rezista substitutiei, in timp ce un termen general (sau litera-predicat) nu poate. Un pas mai departe va fi sa spunem ca un nume este un instrument al referintei, in sensul ca el se refera (in mod direct) la purtatorul (referentul) sau, pe care-l eticheteaza, dar un termen general nu este un instrument al referintei, deoarece, potrivit lui Quine, un termen general exprima o proprietate si are drept extensiune clasa acelor obiecte care satisfac proprietatea. Cu toate acestea, un termen general nu este nici nume al proprietatii pe care o exprima si nici nu este nume al clasei de obiecte care stau sub acel termen. Acum, ideea cruciala este ca o cuantificare cu sens merge mana in mana cu pozitii care nu rezista substitutiei identicilor. Aceasta inseamna ca cuantificarea este in mod esential legata de acele categorii, precum numele, care sunt mijloace ale referintei (directe). Cu alte cuvinte, daca un item nu este o expresie referentiala, el nu poate fi folosit intr-o aplicatie a unei reguli de inferenta pentru cuantificatori, cum ar fi introducerea (sau generalizarea) existentialului. Dar, asa cum s-a aratat pe scurt mai . inainte, un termen general (litera-predicat) nu este o expresie referentiala si prin urmare cuantificarea in pozitii care pot fi ocupate de catre predicate nu are ca rezultat un idiom cu sens al cuantificarii. 193 Cum se leaga toata aceasta discutie de obiectiile lui Quine impotriva logicii de ordinul al doilea? Legatura este evidenta. Marca logicii de ordinul al doilea este cuantificarea asupra proprietatilor, care, dupa cum stim, sunt exprimate prin predicate n-adice. Astfel, pentru a obtine un limbaj care este esentialmente de ordinul al doilea, trebuie sa se cuantifice in pozitii pe care le ocupa predicatele. Dar aceste pozitii nu sunt pozitii care sa fie ocupate de catre itemi care sunt mijloace ale referintei, si prin urmare nu sunt acele genuri de pozitii care nu rezista substitutivitatii identicilor. Asadar, pozitiile-predicat sunt pozitii care rezista substitutivitatii identitatii si, potrivit criteriului quinean al cuantificarii cu sens, nu se poate cuantifica intr-o pozitie-predicat.8 Asadar, fie logica de ordinul al doilea este lipsita de sens, sau altfel, daca transmite o anumita informatie cu sens, atunci aceasta se datoreaza faptului, daca este un fapt, ca logica de ordinul al doilea paraziteaza pe idiomul cu sens care este, de fapt, limbajul teoriei multimilor. Cum sa explicam atunci faptul ca autori proeminenti au imbratisat logica de ordinul al doilea? iata acum propria versiune a lui Quine, din care apar in prim plan cu putere dezacorduri le sale cu logica de ordinul al doilea. incapacitatea de a vedea ca logica de ordinul al doilea este teorie a multimilor, sau, pentru a folosi modul mai partinitor al lui Quine de a descrie aceasta chestiune, tendinta de a concepe teoria multimilor drept logica, se datoreaza esecului de a recunoaste ca apartenenta si predicatia nu revin la unul si acelasi lucru. Aceasta distinctie este obliterata de catre notiunea de atribuire de atribute, care, functionand ca o notiune intermediara intre 8 Totusi, ce este gresit, daca este ceva gresit, in umiatoarea inferenta simpla: Socrate este intelept & Platon este intelept. Exista ceva, c are sunt atat Socrate cat si Platon. Nu cuantificam a ic i in poz itii ocupate de predicate? Este ceva gresit cu aceasta in ferenta? Daca da, ce anume este gresit? ' 194 apartenenta si predicatie, da nastere 'iluziei de continuitate’9 10 intre, logica si teoria multimilor. Dupa Quine, raul aici, ca si in multe alte locuri in fi l o s o fi e, este facut de catre esecul de a recunoaste intr-un mod adecvat distinctia folosire - mentionare. Astfel, in propozitia deschisa ‘Fx', ‘P’ trebuie interpretata drept litera schematica (simulare) care semnaleaza o pozitie-predicat. ‘Fx’ ca intreg este o schema care simuleaza o propozitie si partile sale. Aceasta revine la a spune ca ‘F’ in ‘Fx’ nu este o expresie referentiala si in mod special, prin folosirea sa, 'noi nu ne referim la predicate sau la alte s iru ri de semne si nici nu ne referim la atribute sau multimi.'1 0 Totusi, unii au adoptat linia opusa si au considerat ca ‘F’ nu este o litera schematica, ci o variabila care parcurge multi mea atri b ute lor (s au a proprietatilor). in mod corespunzator, ei au citit pe ‘Fx’ ca avand acelasi inteles pe care propozitia deschisa 'x are F’ il are intr-o atri b ui re corespunzatoare a u nu i atribut (propri etati) pentru variabila ‘F’ si a unui obiect in d i vidu al pentru variabila-individ ‘x’. Deci, lipsa unei distinctii riguroase intre o litera schematica (simulare) si o variabila-predicat si necunoasterea acestei distinctii i-au facut pe unii sa creada in mod gresit ca se poate cuantifica cu sens intr-o pozitie-predicat. Altii, totusi, au imbratisat aceasta pozitie pentru ca au socotit ca nu este nimic gresit daca se accepta ex i ste nta atri b ut e l or. ignorarea distinctiei folosire - mentionare, distinctie pe care Quine a capitalizat-o in intreaga sa filosofie, este socotita pun ctul d e p ornire al confuziei c are ascunde faptul ca logica de ordinul al doilea este teorie a multimilor. Modul spe c ific in care ap are confuzia dintre semn si obi e ct in acest conte xt imp l i ca statutul s imb o l u l u i 'F’ in propozi ti a deschisa 'Fx'. D up a cum am re m arc at 9 W. V. O. Quine, Philosophy of Logic, 1970, pg. 66. 10 ibidem, pg. 66. 195 deja, felul principial in care descrie Quine formalismul este sa spuna ca ‘F’ este o litera schematica, sau ceva care tine locul unei expresii-predicat, adica o litera 'care sta in locul unui predicat nespecificat’. Sursa intregii .confuzii este sa vezi pe ‘F’, in schimb, ca pe o varzabzVa-predicat susceptibila de a fi legata de catre un cuantificator (de ordinul al doilea), sau, dupa cum zice Quine, ca pe o expresie 'care numeste un predicat nespecificat’ .1J Astfel, 'F' este socotit o locutiune substantivala si nu este decat un pas foarte mic pentru a completa confuzia prin considerarea lui 'F' drept atribut. Doi suporteri diferiti ai logicii de ordinul al doilea pot imbratisa atitudinea descrisa mai sus. Unul este logicianul perplex, caruia nu-i pasa prea mult de distinctia dintre un obiect si semnul sau, iar Quine identifica pe acest tip de logician cu Russell. Celalalt este logicianul care nu are nici o rezerva fata de atribute si potrivit lui Quine, aceasta persoana este identificabila cu Frege. intreaga chestiune aici graviteaza in jurul cuantificatori lor '(VF)' si '(3F)’, dupa cum am spus foarte clar la inceputul schitei mele a argumentelor lui Quine impotriva logicii de ordinul al doilea. Asadar, sa privim cu atentie la ce spune de fapt Quine atunci cand acuza folosirea libera a cuantificarii asu pra proprietatilor si sa abordam obiectiile sale in mod amanuntit. Primul lucru pe care merita sa-l notam cu privire la conceptia lui Quine despre cuantificare este ca nu se poate cuantifica asupra unei pozitii dintr-o propozitie deschisa, daca itemul lingvistic care poate ocupa in mod corect acea pozitie nu este un instrument referential, asa cum este de pilda o locutiune substantivala. Din aceasta decurge ca daca il lasam pe 'F’, in contextul 'Fx', sa stea in domeniul unui cuantificator, de exemplu in propozitia deschisa ’(3F)Fx’, ceea ce facem de fapt este sa * 11 ibidem, pg. 66. 196 consideram predicatele drept nume ale anumitor entitati, tratand prin aceasta pe ‘F’ ca pe o expresie substantivala.12 Totusi, este important sa recunoastem ca exista doua modalitati diferite in care se poate produce aceasta cuantificare asupra predicatelor. Exista aceia care vor sa cuantifice fara nici o rezerva asupra atributelor sau proprietatilor si imbratiseaza logica de ordinul al doilea tocmai pentru ca aceasta logica le va permite sa considere ca atributele sunt lucruri pe care le numesc literele-predicat, sau ca sunt valorile variabilelor predicat in atribuiri corespunzatoare. si exista, de asemenea, aceia, mai derutati, care ar spune ca valorile pe care le iau literele-predicat sunt chiar predicatele, in felul acesta nemaiputand 'sa aprecieze diferenta dintre simularea schematica a predicatelor si discursul cuantificational despre predicate, ca sa nu mai mentionam discursul despre atribute.' 13 Acum, in timp ce Quine poate sa se dispenseze cu usurinta de logicianul derutat, el trebuie sa fie mai prudent in privinta atitudinii celuilalt logician, care este constient de pozitia sa si nu are nici o rezerva fata de atribute si proprietati. intr-adevar, Quine spune ca pana si linia de argumentare a acestui logician din urma este problematica. De aceea Quine respinge atat versiunea acestei atitudini, care este mai inclinata catre intensionalism, cat si varianta extensionalista a ei. Cu privire la prima atitudine, care accepta deschis atributele, motivatia lui Quine de a o respinge are un substrat ontologic, care este acela ca atributele, ca si judecatile (propositions), sunt greu de identificat. De fapt, cele doua 'entitati' sunt 12 iata aici continutul acestei obiectii in propriile cuvinte ale lui Quine: ‘A pune o litera-predicat "F’ intr-un cuantificator, asadar, inseamna a trata dintr-o data pozitiile predicat drept pozitii nominale si deci a trata predicatele drept nume ale unor entitati de un anumit gen.’ (Quine, Philosophy of Logic, Harvard, 1970, pg. 66-67) 13 ibid., pg. 67. 197 oarecum corelate, pentru ca 'atributele sunt fata de predicate, sau fata de propozitiile deschise, ceea ce suntjudecatile fata de propozitiile inchise’.14 15 Mai mult, lucrurile ar fi mai simple si mai clare, daca am alege in schimb sa vorbim limbajul multimilor. Deoarece spre deosebire de lipsa de adecvare a individuarii atributelor, multimile sunt bine identificate de catre legea extensionalitatii si sunt determinate direct de catre obiecte, care satisfac propozitii deschise. Totusi, Quine deplange chiar pe aceia care gandesc ca literele-predicat pot fi folosite drept variabile-predicat cuantificate (de ordinul al doilea) ale caror val ori sunt submultimi ale multimii putere a domeniului unei interpretari. in consecinta, Quine respinge chiar aceasta atitudine cu o inclinatie mai extensionalista fata de atribute, pentru ca el crede ca este gresita din doua motive. Mai intai, predicatele exprima proprietati, au atribute drept ' intensiuni’ sau drept intelesuri ale lor (' sau le-ar avea, daca ar exista atribute’L5) si au multimi drept extensiuni ale lor. in al doilea rand, predicatele nu sunt nume nici ale atributelor si nici ale multimilor. Cu toate acestea, singurele variabile asupra carora are sens sa se cuantifice trebuie sa ocupe pozitii pe care le pot ocupa numele. Din moment ce predicatele nu numesc nimic, unica inferenta rezonabila care poate fi facuta este urmatoarea: cuantificarea asupra variabilelor-predicat, cu alte cuvinte marca logicii de ordinul al doilea, este conceputa gresit. La un nivel mai lingvistic, acela care sustine atributele cade prada confuziei, daca citeste pe 'Fx’ drept 'x are F’, cu 'F' intr-o pozitie pentru nume. De asemenea si pentru acela care admite multimi drept valori ale variabilelor cuantificabile. Pentru a preveni confuzia, sfatul lui Quine pentru cel dintai este sa foloseasca variabile distincte pentru atribute. Sfatul sau pentru cel de-al doilea este sa ,<omute explicit 14 ibid., pg. 67. 15 ibid., pg. 67. 198 idiomul sau la limbajul set-teoretic si sa foloseasca 4x e y’, sau daca prefera alte variabile pentru multimi, ‘x e a’, in locul lui  Fx’. Totusi, ceea ce nu reusesc sa recunoasca intr-un mod adecvat nici p ri eten u l atributelor si nici l o gi c ian u l derutat este distinctia dintre o variabila care ia o valoare si o litera schematica ce face obiectul unei substitutii. iar Quine este cat se poate de limpede in privinta aceasta: 'Litera-predicat "F', ca si litera-propozitie "p", nu este catusi de putin o variabila care ia valori, ci doar o litera s c he m at ica ce po ate face obiectul unei substitutii.’16 Mai general, la nivel filosofic, Quine considera ca o r i gi n ea confuziei care i-a lacul pe oame n i sa creada ca te ori a multimilor si matematica in general au fost derivate din logica se gaseste la Russell. Russell a folosit conceptul de ‘functie propozitionaia’, pe care l-a imprumutat de la Frege, intr-un mod ambiguu, pentru a vorbi atat despre atribute cat si despre predicate. in plus, Russell a favorizat cuantificarea asupra atributelor si a introdus cuantificarea asupra multimilor prin intermediul u n ei definitii contextuale. Ce motivatie ar putea ave a preferinta lui Russell pentru atribute? iata raspunsul lui Q ui ne: 'A fost o situ ati e in ca re nu s-a apreciat unde logica e l em entara lasa loc d i s cursul ui despre atri b ute, in simularea s a inocenta a predicatelor.’ 17 Last but not least, cit i n d cu atentie ultimul paragraf al sectiunii d i n Philosophy of Logic al lui Quine, sectiune care este relevanta pentru discutia pe care o port aici, descoperim doua alte motive pentru rezistenta lui Quine fata de logica de ordinul al doilea. Mai intai, se pare ca logica de ordinul al doilea, ca si teoria naiva a multimilor, este am e n i ntat a de paradoxul lui Russell. in al doi l e a rand, logica de ordi nul al doilea, spre deosebire de teoria multimilor, nu este atat de candida in ceea ce priveste supozitii le sale existentiale vaste, care nu sunt potrivite pentru o logica autentica. Cu 16 ibid., pg. 67. 17 ibid., pg. 68. 199 toate acestea, Hilbert si continuatorii sai au fondat o traditie care a gravitat in jurul constructiei calculelor logice in care se cuantifica asupra variabilelor de ordin superior, ale caror domenii de valori sunt multi mi. si pentru a obtine o perspectiva corecta asupra a cat de inselator din punct de vedere filosofic poate fi conceptul acestei traditii, Quine ne invita sa consideram urmatoarea ipoteza: (3y)(1Jx)(x e )' Fx). Qui ne spune despre aceasta i p oteza urmatoarele: Ea presupune o mu itim e {x: Fx} determinata de catre o propozitie deschisa in rolul lui ‘Fx’. Aceasta este ipoteza centrala a teoriei multimilor si este acea ipoteza care trebuie restransa intr-un fel sau altul pentru a evita paradoxurile. Aceasta ipoteza dispare din atentia noastra in asa-numitul calcul de ordin superior al predicatelor. Ceea ce se obtine este "(3G)(1Jx)(Gx Fx)", care decurge in mod evident din banalitatea autentic logica "(Vx)(Fx Fx)" printr-o inferenta logica elementara. 18 Este evident ca W. V. O. Quine vrea ca noi sa fim constienti de doua lucruri. Mai intai, daca alegem sa prezentam teoria multimilor in limbajul unui calcul de ordinul al doilea ale carui variabile parcurg multimi, atunci teoria multimilor insasi va arata inselator de asemanatoare logicii. Totusi, aceasta este de p arte de o demonstratie serioasa a principalei idei a logicismului, s i anume aceea ca teoria multimilor si mai in general matematica pot fi derivate doar din logica. in al d oi l e a rand, spre deosebire de teoria (naiva a) multimilor, care poarta in palma supozitiile sale ontologice si se confrunta cu pericolele i n consistentei, logica de ordinul al doilea nu este de - a dreptul inconsistenta- si, bine inteles, Quine nici nu spune ca este19, dar ascunde 'supozitiile existenti ale coplesitoare' ale teoriei mu l tim i lor in p rocesu l de trecere de la litere-predi c at schematice la variabile cuantificabile pentru multimi. si sunt intr-adevar 'supozitii 18 ibid., pg. 68. 19 Astfel, Quine spune cu claritate: ‘Nu exista nic'i un risc actual de obtinere a unui paradox atata timp cat domeniile valorilor lui "x" si "G" [in propozitia de ordinul al doilea care corespunde ipotezei centrale a t eori e i multimilor] sunt tinute s ep arat .. ’ ( bid., pg. 68.) 200 existentiale coplesitoaredupa cum ne arata validitatea formulei de ordinul al doilea, aparent contradictorie, '(3X)(Vx)(Xx o x x), care este valida in conditiile in care domeniile lui ‘X’ si ‘x’ sunt tinute separat. inainte de a continua cu discutia unei posibile rute de evitare a argumentelor puternice ale lui Quine, cred ca merita sa fac urmatoarea remarca. Este un lucru sa spunem, asa cum spune si Quine, ca teoria multimilor nu este logica, si in particular l ogic a de ordinul al doilea. (si cu aceasta sunt de acord.) Cu toate acestea, este altceva sa se foloseasca ac est enunt pentru a infera, din sustinerea acestei pozitii, ca logica de ordinul al doilea nu este logica. Afirmatia din urma nu decurge din cea dintai, daca logica de ordinul al doilea si teoria multimilor nu sunt identice, sau poate daca logica de ordinul al doilea nu este o teorie deghizata a multimilor, sau altfel zis logica de ordinul al doilea nu este o specie de teorie a multimilor. Totusi, cu privire la aceasta chestiune, sa mai notam doua lucruri. (i) Daca ceea ce vrem sa avem in vedere prin logica de ordinul al doilea este log ica mu l timi lor iterative, atunci ar fi m ai bine sa se foloseasca direct denumirea 'teoria multimilor' pentru acea ‘ l ogica ’. (ii) Pe de alta parte, daca intentia noastra este ca prin logi ca de ordinul al doilea sa codificam logi ca mu itim i lo r fregeene, atunci logica de ordinul al doilea este un gen de logica care are drept la existenta de sine statatoare. Sau cel putin, acesta este felul in care vreau sa argumentez. Un argument pentru logica de ordinul al doilea Scopul meu acum este sa gasesc o cale de a demonta critica lui Quine la adresa logicii de ordinul al doilea. Strategia incercarii mele este de a ma concentra, contrar felului in care vede Quine lucrurile, asupra continuitatii autentice dintre 201 logica de ordinul intai si cea de ordinul al doilea in privinta chestiunilor metalogice. Apoi, Pentru a face argumentul meu mai puternic si mai plauzibil vreau sa arat ca argumentele lui Quine pot fi slabite, daca exista o cale convingatoare de a pune in lumina faptul ca adevarata tinta a argumentelor sale este logica de ordinul al doilea, conceputa ca o ‘logica’ a multimilor iterative. in sensul acesta se poate spune ca suntem intr-o pozitie mai buna, daca spunem direct ca ceea ce facem atunci cand avem de-a face cu multimi iterative este teoria multimilor. Dar daca multimile despre care vorbim sunt domenii de discurs ale diferitelor interpretari, de ordinul intai sau al doilea, pe care le parcurg variabile-indivizi si variabile-predicat si care sunt extensiuni ale conceptelor care sunt exprimate de catre literele-predicat, atunci, in acel sens, logica (de ordinul al doilea a) acelor multimi fregeene este o logica autentica. in mod corespunzator, voi discuta argumentele interesante ale lui Boolos in favoarea logicii de ordinul al doilea. Apoi, in sectiunea urmatoare a acestui capitol, voi face un mic ocol pentru a discuta distinctia dintre conceptia iterativa si conceptia fregeana despre multimi, iar in cele din urma voi schita un argument personal, prin care urmaresc sa arat ca logica multimilor fregeene, in calitatea sa de discurs de ordinul al doilea despre multimi, este indreptatita la eticheta onorifica de ‘logica’. Fara indoiala, forta de persuasiune pe care o au observatiile critice ale lui Quine fata de logica de ordinul al doilea depinde direct de doua dintre opiniile sale referitoare la cuantificarea cu sens. Mai intai, exista ideea sa ca numai pozitii deschise fata de substitutivitatea identicilor pot fi cuantificate. in al doilea rand, exista conceptia, care elimina cuantificarea asupra atributelor, ca numai itemi direct referentiali, precum numele, pot sa ocupe cu sens pozitii care sunt deschise la substitutivitatea identici lor, permitand prin aceasta ca numai obiectele care sunt susceptibile de a fi numite sa fie in domeniul unui cuantificator. Totusi, potrivit 202 argumentului lui Quine, atributele nu sunt obiecte care pot fi numite de'catre predicate si in consecinta nu putem cuantifica cu sens asupra lor. Boolos gaseste un non-sequitur in argumentul de mai sus.20 Pentru ca el considera ca acelasi gen de argument pe care-i foloseste Quine pentru a arata ca ‘(3F)’ si ‘(VF)’ nu au nici un sens, daca nu suntem dispusi sa recunoastem ca atributele sunt entitati care sunt numite de catre predicate, poate fi reformulat pornind de la supozitiile unor cuantificari extraordinare, cum ar fi ‘(3F)(Aiistotel F)’ sau '(3F)(17 F)' . iar concluzia acestui argument adaptat, de tip quinean, ar fi foarte apropiata de concluzia propriului argument al lui Quine. Totusi, aceasta concluzie ar consta intr-o idee nedorita, care tine de cuantificarile obisnuite si de nume. ideea este ca a pune variabila ‘x’ intr-un cuantificator, atunci, inseamna a trata dintr-o data pozitiile pentru nume ca pozitii pentru predicate si deci a trata numele ca predicate cu extensiuni de un anumit gen. Cuantificatorul ‘(3x)’ sau ‘(Vx)’ spune nu ca unele sau toate numele sunt in cutare si cutare fel, ci ca unele sau toate extensiunile de genul acelora avute de catre nume sunt in cutare si cutare fel.21 Sursa acestui non-sequitur pare sa fie atitudinea favorabila a lui Quine de a generaliza o idee, care este valabila atunci cand lucram cu variabile-indivizi, precum ‘x’, la alte genuri de variabile si in mod special la variabile-predicat, precum ‘F’. ideea aceasta este ca in cazul unei cuantificari obisnuite o variabila-individ apare numai in pozitii care pot fi ocupate de catre nume si nu de catre predicate. Quine pare sa fie angajat fata de ideea ca acelasi lucru trebuie sa fie valabil in legatura cu orice alt gen de variabile. Dar chiar daca vom concede ca are dreptate, atat timp cat ceea ce este in discutie este cuantificarea obisnuita, aceasta concesie nu este totusi un temei suficient pentru a accepta'ideea ca acelasi lucru este valabil si in cazul cuantificarii ‘extraordinare’ . 20 Cf. G, Boolos On Second-Order Logic, The Journal of Philosophy, Voi. LXXii, nr. 16, septembrie 18 (1975), pg. 509-527. 21 ibid.,pg. 510. 203 Cu alte cuvinte, nu exista un motiv evident pentru a considera ca analiza preferata a cuantificarii obisnuite in termenii numelor si a obiectelor numite trebuie sa prevaleze asupra analizei cuantificarii atributelor. Pentru ca dupa cum indica Boolos cu temei A pune pe ‘F’ intr-un cuantificator poate sa insemne a trata pe 'F’ ca avand un domeniu, dar nu este necesar sa insemne ca tratam pozitiile pentru predicate drept pozitii pentru nume si nici a trata predicatele ca nume de vreun anumit fel. [ .. ] .. nu suntem prin aceasta angajati fata de vreo parafraza care contine 'nume' (sau oricare dintre cognatii sai), care urmareste sa dea intelesul cuantificarilor noastre extraordinare. Poate ca cineva ar putea sa presupuna ca variabilele trebuie ca intotdeauna sa numeasca obiectele din domeniul lor, fie chiar si 'indefinit' sau 'temporar’. Totusi, nu avem nici un motiv sa nu consideram ca ar putea sa existe un gen de variabila, o variabila-predicat, care parcurge obiectele din domeniul sau (acestea vor fi extensiunile), dar care nu le numeste ‘indefinit' sau in vreun alt fel oarecare; mai degraba, variabilele-predicat le vor avea pe aceste obiecte 'intr-un mod indefinit', tot asa precum predicatele (constantele) au extensiunile lor 'intr-un mod definit'. Astfel de variabile nu ar fi nume de vreun fel oarecare, nici macar nume ‘indefinite', ci ar avea un domeniu care ar contine acele obiecte (extensiuni) care ar putea fi avute de catre predicate in pozitii-predicat.22 Dar nu ar intra in conflict aceasta conceptie despre variabilele-predicat, care au intr-un mod indefinit extensiuni, mai degraba decat ca numesc intr-un. mod indefinit obiectele din domeniul lor, cu o semantica adecvata pentru limbajul care contine variabilele respective? Pentru ca, la urma urmei, se accepta indeobste ca o explicatie referentiala a conditiilor de adevar a propozitiilor cere ca variabilele sa fie precum numele, intr-o atribuire corespunzatoare de obiecte fata de variabile, care numesc indefinit obiectele din domeniul lor. Totusi, in formularea semanticii corecte pentru acest limbaj, nimic nu depinde de considerarea variabilelor-predicat ca avand un comportament similar numelor, care numesc indefinit obiectele din domeniul lor. intr-adevar, variabile de orice gen trebuie sa aiba domenii asociate care contin obiecte corespunzatoare. Dar nu este necesar ca fiecare gen de variabila sa fie aidoma unui 22 ibid., pg. 511. 204 nume care numeste indefinit obiectele din domeniul sau. in particular, dupa cum spune clar Boolos ‘(3F)’ nu trebuie sa fie considerat ca spune ca unele entitati de genul acelora numite de catre predicate sunt in felul cutare si cutare; poate fi socotit ca spune ca unele entitati (extensiuni) avute de catre predicate contin cutare si cutare. Asadar, unele variabile eligibile pentru cuantificare pot sa ocupe foarte bine pozitii-predicat si nu pozitii pentru nume. si a considera pe ‘Fx’ ca este adevarata daca si numai daca acel ceva pe care-i numeste ‘x’ este in extensiunea lui ‘F’ nu ne angajeaza in nici un fel sa presupunem ca 'F' numeste ceva.23 Atunci cand incercam sa arbitram doua pozitii care sunt divergente cu privire la chestiunea unde se plaseaza mai bine logica de ordinul al doilea, alaturi de teoria multimilor, sau alaturi de logica de ordinul intai (ca o extindere a sa), cred ca nu este rezonabil sa ne asteptam ca aparatorii uneia dintre pozitii, indiferent care ar fi aceea, sa aiba dreptate absoluta, in timp ce aparatorii celeilalte pozitii sa fie in eroare absoluta. Mai degraba cred ca ar fi mai potrivit sa spunem ca date fiind anumite dovezi relevante, am face mai bine sa plasam logica de ordinul intai intr-un continuum cu teoria multimilor, sau, dimpotriva, intr-un continuum cu alte sisteme logice. Atunci, problema noastra va fi o chestiune de ierarhizare a importantei teoretice a acelor dimensiuni de-a lungul carora evaluam comparativ teoria multimilor si logica de ordinul al doilea, pe de o parte, si logica de ordinul intai si (din nou) logica de ordinul al doilea, pe de alta palie. Astfel, pentru a fi mai explicit in legatura cu ce am in minte aici, cred ca daca facem c o mp ar atia numita in functie de dimensiunea presupozitiilor ontologice (set-teoretice), atunci se poate accepta ca logica de ordinul al doilea este mai apropiata de teoria multimilor decat de o logica ‘banala’. si atunci se poate accepta cu usurinta pozitia lui Quine ca limbajul logicii de ordinul al doilea poate sa ascunda foarte bine 23 ibid., pg. 511. 205 acel fapt, care este scos clar la lumina, daca alegem sa vorbim limbajul teoriei multimilor. Pe de alta paile, daca ceea ce este in joc sunt comparatii de-a lungul altor dimensiuni, cum ar fi o interpretare standard24 pentru limbajul logicii de ordinul al doilea, validitatea, im p l i cat i a logica, corectitudinea, decidabilitatea, atunci diferentele dintre logica de ordinul al doilea si logica de ordinul intai tind catre zero, aceste concepte met a logice importante fi in d virtual identice pentru ambele sisteme de logica. Este, atunci, foarte firesc sa socotim ca logica de ordinul al doilea este o logica autentica si nu o te or ie deghizata a multimilor. Prin urmare, optiunea pe c are o imbratisam cu priv ire la chestiunea d aca este sau nu mai.bine sa consideram log i ca de ordinul al doilea ca pe o logica, va dep ind e in cele d in urma de c at de multe presupozitii ontologice suntem gata sa acceptam intr-un sistem de logica. Daca nu ne deranjeaza prea tare un pic mai mult de ontologie decat in logica de ordinul intai, atunci a pune logica de ordinul al doilea laolalta cu orice alta logica ‘banala’, mai degraba decat cu teoria multimilor, nu va fi o optiune nerezonabila pentru noi. Exista doua intrebari simple, care ne vor ajuta sa dam mai mult sens consideratiilor teoretice de mai sus. Astfel, o chestiune este in ce masura este realmente angajata logica de ordinul al doilea fata de ‘ontologia excesiva', care este angajamentul ontologic al teoriei multimilor, de vreme ce o propozitie de ordinul al doilea, care spune ca exista o multime cu doi membri, si anume '(3X)(3x)(3y) (Xx & Xy & x y)', nu este valida. (Propoz iti a este falsa in toate interpretarile ale caro r domenii au un singur membru.) indiferent de asemanarile si similaritatile cu teoria multimilor, este destul de greu sa vorb im despre presupozitii s et-te ore ti c e mari ale 24 in prezenta discutie metateoretica abordez numai logica ‘reala’ sau standard de ordinul al doilea. 206 unui sistem al carui limbaj nu retine propozitia ca 'exista o multime cu. doi membri ca pe o propozitie valida. Cealalta chestiune este cu cat ne-am imbunatati pozitia, daca am urma sfatul lui Quine de a comuta de la idiomul logic al lui ‘Fx’ la idiomul set-teoretic al lui 'x e a’, din moment ce o modificare a limbajului de-a lungul liniilor sugerate de catre Quine poate avea ca rezultat corelarea unor formule de ordinul al doilea valide cu formule set-teoretice corespunzatoare care sunt nevalide. Vrem sa continuam cu aceasta procedura de traducere care are drept rezultat o pierdere de formule valide si de alte relatii logice? De pilda, dupa cum am notat mai sus cu privire la o formula inrudita, formula de ordinul al doilea ‘(3X)(Vx)Xx’ este valida, in timp ce omoloaga sa set-teoretica explicita, care se obtine in acord cu sfatul lui Quine, este formula set-teoretica nevalida ‘(3a)('v'x)(x Ea)'. Cele doua chestiuni de mai inainte depind de notiunea de validitate adoptata, care la randul sau depinde, intr-un mod esential, de notiunea de interpretare pentru un limbaj de ordinul al doilea. Asadar, pentru a fi clar in privinta semnificatiei celor doua cazuri care implica notiunea de validitate, trebuie sa se porneasca de la notiunea de interpretare. in privinta acestei notiuni, insa, am aratat in capitolul anterior ca atat in logica de ordinul intai cat si in logica standard (‘reala’) de ordinul al doilea este implicata aceeasi notiune de interpretare. Asadar, atunci cand comparam cele doua logici, focalizarea exclusiva asupra a ceea ce le separa este unilaterala, deoarece exista notiuni semantice si metalogice cruciale, care caracterizeaza cele doua logici si care sunt fundamental, sau chiar literalmente identice in ambele. Astfel, sa ne reamintim succint ca urmatoarele definitii de ordinul al doilea pot fi aplicate mutatis mutandis oricarei multimi de propozitii care apartin unui limbaj de ordinul intai. O propozitie este valida in logica de ordinul al doilea atunci cand este 207 adevarata in toate interpretarile ei. O interpretare in logica 'standard' de ordinul al doilea"5 pentru o multime de propozitii, dintre care cel putin una este de ordinul al doilea, este exact acelasi gen de lucru care este o interpretare pentru un limbaj de ordinul intai. si anume, o pereche ordonata <D, V>, unde D este o multime nevida de obiecte si Veste o atribuire a unei functii pentru fiecare constanta n-adica nonlogica ce apare in propozitiile limbajului. Ca de obicei, numele sunt constante-functie de gradul 0, iar literele-propozitii sunt constante-predicat de gradul O. in general, asadar, dome ni u l funct i ei pe care V o atr ibu i e fiecarei constante nonlogice este multim ea tuturor  i-tuplurilor de membri ai multimii D, unde n este gradul constantei, iar domeniul este o submultime a lui D, daca atribuirea pe care o realizeaza Veste o functie care este definita pentru un simbol functional n-adic, si o submultime a multimii de valori de adevar {T,.l}, daca atribuirea pe care o face Veste o functie caracteristica definita pentru o constanta-pre dicat n-adica. Sa ne ream i ntim totodata ca ideea constructiei este sa pastreze aceleasi domenii de valori pentru variabilele de ordinul intai si pentru ce le de ordinul al doi l ea. Cea de-a doua chestiune examinata mai sus, si anume aceea ca formula de ordinul al doilea *(3X)(Vx)Xx’ este valida, in timp ce omoloaga sa explicit set-teoretica, produsa in acord cu sfatul lui Quine, este formula set-teoretica nevalida ‘(3a)(Vx) (x e a)', priveste nu numai notiunea de interpretare, care figureaza in definirea notiunii de formula valida sau problema daca este sau nu acceptabil sa se piarda anumite validitati in procesul comutarii la idiomul set-teoretic. Mai important, ea dezvaluie totodata anumite presupozitii set-teoretice, care deschid un camp larg pentru discutia despre cat de multe ang aj amente ontologice pot fi admise, daca e le pot fi in genere admise, intr-o logica autentica. 25 Sa ne reamintim ca in logica ‘standard’ de ordinul al doilea cuantificatorii parcurg toate submultimile domeniului cuantificatorilor de ordinul intai, sau toate relatiile de pe acel domeniu. 208 Cazul discutabil in aceasta privinta este generat de catre faptul ca exista anumite propozitii de ordinul al doilea, care sunt adevaruri logice (ale logicii de ord inul al doil ea) si al caror adevar cere sa existe submultimi ale domeniilor interpretarilor lor. Cu alte cuvinte, constituindu-ne intr-un ecou al plangeri lor lui Quine, ceea ce poate sa apara ca fiind prob lematic in logica de ordinul al doil ea este ca trebuie sa se cuantifice asupra multimilor, ceea ce, potrivit lui Quine, indica supozitiile existentiale set-teoretice masive ale logicii de ordinul al doilea, care nu sunt potrivite pentru o logica autentica. Pentru a ne intoarce la un exemplu folosit in sectiunea anterioara a acestui capitol, sa remarcam ca formula de ord inul al doilea aparent contradictorie ‘(3X)(Vx)(Xx o x   x)' este de fapt valida, daca domeniile lui ‘X’ si ‘x’ sunt tinute separat. Motivul este ca in fiecare interpretare data 3, formula de ordinul al doilea ‘(3X)(V x)(Xx O x x)' este adevarata, deoarece putem gasi intotdeauna o interpretare potrivita 9" care va face fonnula ‘('v'x)(Fx O x x)' adevarata prin atribuirea fata de litera-predicat ‘F’ a multimii tuturor obiectelor din domeniul lui care nu au cu ele insele relatia pe care o atribuie lui ‘e’. Din' moment ce domeniul lui este o multime, un Aussonderungsaxiom, care este una dintre axiomele teoriei multimilor, ne da garantia ca va exista intotdeauna o astfel de submultime a domeniului. intuitiv, ceea ce spune aceasta formu a este ca exista o anumita multime, si anume una care contine toate obiectele sau multimile care nu sunt self-membre (care nu se contin pe ele insele ca membre) si numai pe acelea. si in acest fel, validitatea ei de ordinul al doilea ne infatiseaza angajamentul logicii de ordinul al doilea fata de existenta anumitor genuri de multimi. Desigur, daca sunteti un purist, si insistati ca ni mic nu are calitatea unui adevar al logicii, daca nu satisface criteriul ‘neutralitatii fata de un topos oarecare’, atunci este foarte probabil ca veti ajunge sa spuneti, precum Quine, ca nici o 209 propozitie nu va exprima un adevar logic autentic, daca ceea ce face ca acea propozitie sa fie adevarata este asertarea existentei multimilor. Nu este usor sa ne opunem acestei conceptii, pentru ca alaturi de ideea ca validitatea este o proprietate formala a argumentelor logice, ideea ca logica, spre deosebire de orice alta stiinta, nu poarta asupra nici unui subiect special (adica este, cu alte cuvinte, ‘ neutra fata de ori ce topos’) si in particular nu este despre multimi, este una dintre dogmele fondatoare care pune logica in miscare. Dar atunci cum s-ar mai putea pretinde ca a face afirmatii despre existenta multimilor se deosebeste in vreun fel de asertarea existentei altor tipuri de entitati? Cum ne-ar mai permite, in general, cuantificarea asupra multimilor sa ne pastram in limitele domeniului unei logici autentice? Este dificil sa dam raspunsuri satisfacatoare la aceste intrebari. in partea care a mai ramas din sectiunea aceasta si in sectiunea urmatoare din acest ultim capitol, voi incerca sa gasesc o solutie care este compatibi la cu considerarea logicii de ordinul al doilea ca ramura a logicii. Atunci cand cineva vrea sa se foloseasca de argumentul neutralitatii fata de un topos impotriva logicii de ordinul al doilea, pretinzand ca logica de ordinul al doilea nu se bucura de o astfel de neutralitate si drept urmare nu este o logica, pentru ca in logica de ordinul al doilea se poate cuantifica asupra multimilor, proprietatilor si relatiilor, acea persoana trebuie sa fie gata sa accepte ca ceea ce face este sa puna pe picior de egalitate notiunile de multime, clasa, proprietate si relatie, pe de o parte, cu anumite notiuni care prezinta un interes primar pentru stiintele speciale, pe de alta parte. Totusi, exista o intuitie persistenta dupa care notiunile de care se ocupa logica de ordinul al doilea si logicile de ordin superior sunt, intr-un sens foarte clar, mai generale decat notiunile cu care au de-a face celelalte stiinte mai speciale. La urma urmei, notiuni precum aceea de multime, clasa, proprietate, sau relatie sunt aplicabile la orice, din moment ce orice apartine unei 210 mul ti mi, sau alt e ia, e. g. propriei sale multimi-unitate, are o propri et ate, e. g. self-identitatea, sau poate avea o relatie, e. g. identitatea, cu ceva, e. g. cu si ne insasi. Dar este evident ca notiunile care cad in sfera de interes a stiintelor speciale nu se bucura de aceasta caracteristica de a fi aplicabile la orice. Dar atunci nu este nerezonabil sa socotim ca notiu nile care cad in sfera de interese a logicii de ordinul al doilea nu sunt de acelasi gen precum conceptele despre care sunt alte stiinte. in consecinta, merita sa incercam sa dam unele temeiuri pentru a considera notiunile de multime, clasa, proprietate, sau relatie ca notiuni logice, sau cel putin ca stand mult mai aproape de conceptele care sunt autentic logice, decat de conceptele care tin de ont ol ogia u nei s tiinte specia le. Aceasta strategie de argumentare in favoarea logi cii de ordinul al doilea este indi cata de catre Boolos atunc i cand spune Faptul ca anumite aseiliuni de spre exi stenta m uiti m i lor sau a relatiilor sunt socotite drept adevaruri logice in sisteme de ordinul al doilea, sau de ordin mai inalt, nu mi se pare a fi suficient pentru a le descalifica in ca litate de si steme de logica, asa cum ar fi descalificat un si st em, daca ar clasifica d rept un adevar al log i ci i existenta unei planete care are cel putin doi sateliti. Partea a treia a Begriffsschrift, de exemplu, in care a fost data pentru prima data definitia ancestralului, este tot atat de mult o parte a unui tratat de logica precum sunt primele doua parti; prima aparitie a unui cuantificator de ordinul al doilea in Begriffsschrift nu descalifica aceasta lucrare, din acel punct inainte, ca pe o op era de logica, mai mult decat o face folosirea in pasaj e anterioare a s emnului pentru identitate, sau a semn ului pentru n egatie.26 Dar inainte de a merge mai departe si de a e labora mai in amanunt conceptia p lauz ibila ca noti unil e cu care lucram in logica de ordinul al doilea sunt notiuni logice autentice, as vrea sa adaug o ultima remarca in legatura cu doua intrebari pe care le-am ridicat mai inainte. si anume intrebarea care vizeaza presupozitiile set-teoretice ale logicii de ordinul al doilea si intrebarea care se refera la pierderea de formule valide atunci cand se face trecerea de la idiomul logicii de ordinul al doilea la acela al teoriei multimilor. Am facut mai inainte observatia ca afirmatia ca logica de ordinul al doilea 26 ibid, pg. 517. 211 are presupozitii ontologice (set-teoretice) vaste pare sa fie prea tare, atata timp cat ea nu este angajata nici macar fata de validitatea propozitiei care aserteaza existenta unei multimi cu doi membri. Pe de alta parte, insa, exista un sens foarte clar in care validitatea anumitor propozitii de ordinul al doilea, precum aceea discutata mai sus, si anume ‘(3X)(Vx)(Xx +-+ x x)', ne cere sa cuantificam asupra multimilor sau a submultimilor domeniului interpretarii. Asadar, faptul ca interpretarea validitatilor de ordinul al doilea cere o ontologie care este mai bogata decat aceea pe care o cere interpretarea omoloaga din logica de ordinul intai nu este un subiect de controversa. Ceea ce este in discutie, insa, este daca mai putem considera sau nu logica de ordinul al doilea o logica, in conditiile in care sunt dati aceeasi parametri, precum cei care sunt fixati pentru genul de interpretare indicat aici. Totusi, desi nu putem da un sens domeniului unui cuantificator si unei variabile de ordinul al doilea, daca nu suntem dispusi sa acceptam aceasta ontologie bogata, aceasta nu ne obliga sa recunoastem indreptatirea punctului de vedere ca propozitiile de ordinul al doilea spun acelasi lucru ca si omoloagele lor corespunzatoare din teoria multimilor. De fapt, exista un sens foarte riguros in care se poate spune chiar mai mult, si anume ca nici o propozitie de ordinul al doilea nu poate spune exact acelasi lucru precum pandanta sa din teoria multimilor (a se vedea mai jos elaborarea acestei idei). Dar atunci, in ce sens ne mai este permis sa vorbim despre o ‘omoloaga’ a unei propozitii din limbajul logicii de ordinul al doilea in limbajul teoriei multimilor? in sensul sugestiei lui Quine de a comuta de la idiomul logicii de ordinul al doilea la acela al teoriei multimilor? Oricum, insa, daca intelesul nu poate fi pastrat prin procedura de traducere, atunci a vorbi despre o formula omoloaga este excesiv. 212 Diferenta cruciala in aceasta privi nta intre limbajul logicii de 'ordinul al doilea si limbaj ul teoriei multimilor este aceea ca ceea ce spune o propoziti e a limbaj u lu i de ordinul al doilea intr-o anumita interpretare va depinde de acea interpretare. si nu avem niciodata toate muitimile in domeniul unei interpretari de ordinul al doilea. Astfel, atunci cand spunem ca o- x {iz! x)' este valida in logica de ordinul al doilea, aceasta nu revine la a spune ca propozitia exprima judecata ca - intr-un sens absolut, lipsit de orice precizari in legatura cu expresia cuantificationala - exista o multime ai carei membri sunt toate obiectele care nu sunt self-membre si numai ele. Mai degraba, judecata pe care o exprima propozitia este ca exista o submultime a domeniului, astfel incat ea contine pe toti membrii domeniului care nu-si apartin lor insisi si numai pe ei. Dar daca generalizam aceasta idee, atunci trebuie sa fie clar ca mei o propozitie de ordinul al doilea nu ar putea sa spuna ceea ce spune pretinsa sa omoloaga set-teoretica. Pentru ca indiferent ceea ce aserteaza o propozitie de ordinul al doilea, in mod valid sau nu, trebuie sa fie relativizat la domeniul interpretarii sale. si deoarece in domeniul ori carei interpretari de ordinul al doilea, spre deosebire de cazul unei interpretari pentru o propozitie set-teoretica, nu putem dispune de toate multimile, decurge ca nici o propozitie de ordinul al doilea nu poate spune ceea ce spune omoloaga sa aparenta. in particular, desi, asa cum s-a remarcat mai inainte, propozitia ’(3X)(Vx)Xx' este valida, aceasta nu spune ca exista o multime, astfel incat orice ii apartine. Cu alte cuvinte, formula respectiva nu pretinde ca exista multimea (univers a) tuturor multimilor, formula care este falsa, daca teoria axiomatica Zermelo-Fraenkel a multimilor este corecta. Ceea ce aserteaza, de fapt, propozitia valida de ordinul al doilea '(3X)( ix)Xx' este ca exista o submultime a domeniului oricarei interpretari de ordinu l al doilea pentru ’(3X)(Vx)Xx' in asa fel incat orice (fie 213 acela un obiect individual sau o multime) din acel domeniu apartine submultimii. si inca o data, aceasta redare'corecta a ceea ce spune propozitia ’(3X)(Vx)Xx’ nu poate echivala cu cerinta sa existe multimea (univers a) tuturor multimilor, deoarece nici o interpretare a propozitiei '(3X)(Vx)Xx', si mai in general a oricarei propozitii de ordinul al doilea, nu are ca domeniu al ei o multime care sa contin a toate multimile. As putea adauga, totusi, doar un nivel suplimentar de generalizare deasupra poziti ei pe care am adoptat-o mai in ai nte cu privire la presupozitiile set-teoretice ale logicii de ordinul al -doilea. Daca ideea de baza este ca operatia de cuantificare in logica de ordinul al doilea trebuie relativizata la multimea tuturor submultimilor domeniului interpretarii si, spre deosebire de cazul teoriei mult imilor, in logica de ordinul al doilea nu asumam niciodata ca lucram cu multimea tuturor multimilor, atunci suntem obligati sa acceptam ca logica de ordinul al doilea este totusi angajata fata de existenta unei multimi, independent de orice relativizare la interpretarile si la domeniile lor. Multimea vida este o submultime a oricarei multimi si, a foiiiori, a oricarei mu itim i care alcatuieste domeniul unei inte rp retari de ordinul al doilea. Deci, chiar daca domeniul unui cuantificator de ordinul al doilea si al unei variabile de ordin u l al doilea se schimba cu fiecare interpretare al carei domeniu este diferit de domeni ul unei alte interpretari27 exista, cu toate acestea, o multime fata de a carei existenta este angajata logi c a de ordinul al doilea si, mai mult, a carei existenta nu este relativa la domeniul nici unei interpretari particulare. Aceasta multime este multimea v ida. Prin urmare, este corect sa incheiem aceasta sectiune, in care ne-am ocupat in primul rand de argumentele lui Boolos in favoarea logicii de ordinul al doilea, 27 in aceasta privinta, semantica unui cuantificator si a unei variabile de ordinul al doilea, al caror domeniu poate sa' varieze o data cu schimbarea domeniului unei interpretari, este similara semanticii unui indexical, a carui extensiune (referinta) poate sa varieze de la un context de folosire la altul. * 214 prezentand punctul sau de vedere asupra masurii in care se pot accepta in mod rezonabil angajamentele ontologice ale logicii de ordinul al doilea fata de teoria multimilor. Boolos spune .. din moment ce multimea vida este o submultime a domeniului oncarel interpretari si este unica multime careia nu-i apartine nici un membru al nici unui domeniu, se poate socoti ca '(3X)(Vx) Xx' aserteaza existenta multimii vide independent fata de orice interpretare, iar logica de ordinul al doilea poate fi astfel vazuta ca fiind angajata si fata de existenta sa. [ ..] in cazul logicii de ordinul al doilea, insa, angajamentul este excesiv de modest: muitimea vida este singura multime fata de a carei existenta se poate spune ca este angajata logica de ordinul al doilea.28 Ca sa conchidem, daca vom decide sau nu sa consideram ca logica de ordinul al doilea este o logica, se po ate spune ca d ep in de, in c el e din urma, de d ec i zi a de a accepta sau nu in corpul presupozitii lor (ontologi ce al e) unei logici asumptia constitutiva ca exista, in mod fundamental, doar o singura multime, intr-un mod i n depend ent fata de orice interpretare, iar acea multime este mu iti mea vida. (Aceasta este una dintre supozitiile fundamentale c are se face in teoria multimilor pure.) Un alt argument (prospectiv) pentru logica de ordinul al doilea in ultima sectiune a acestui capitol, vreau sa schitez o alta abordare prosp ectiva care vizeaza considerarea log i c ii de ord i nul al do il ea ca o logica autentica. tinta argumentului, a carui elaborare atenta o voi lasa deschisa pentru o cercetare viitoare, este trasarea unei distinctii mai fine intre logica de ordinul al doilea si teoria multimilor. Distinctia va fi motivata de catre o distinctie corespunzatoare intre doua notiuni de multimi, care se subsumeaza domeniului logicii de ordinul al doilea si respectiv domeniului teoriei multimilor. Aceasta este distinctia, pe care o voi explica in conti nu are, dintre ceea ce voi numi o mu iti me ‘ frege an a ’ si o mu l ti me ‘ iterativa 28 lbid., pg. 520. 215 De fapt, intre conceptia fregeana despre multimi si conceptia naiva despre multimi exista o asemanare puternica. De aceea, voi introduce conceptia fregeana despre multimi prin intermediul unui ocol prin conceptia naiva. Trei idei intuitive conducatoare sunt constitutive pentru conceptia naiva despre multimi. (i) Multimile sunt   determinate de catre elementele lor, in sensul (mai precis) ca doua multimi nu pot fi identice daca nu au in comun toate elementele lor (legea extensionalitatii pentru multimi). Astfel, daca prin .c denotam un limbaj formalizat de ordinul intai, in asa fel incat constantele sale nonlogice sunt litera-predicat monadica 'S' (abreviere pentru ' .. este o multime’) si litera-predicat diadica 'e' (care sta pentru relatia set-teoretica de apartenenta), atunci legea extensionalitatii va fi exprimata prin propozitia de ordinul intai (Vx)(Vy)(Sx & Sy & ((Vz)(z e x B z e у) в x = y". (ii) Elementele unei multimi sunt anterioare (in sens logic si nu temporal) multimii, iar multimea are elementele, pe care le are de fapt, intr-un mod esential, adica in toate 'lumile posibile’ in care exista multimea. (iii) Fiecarei conditii, care este satisfacuta de catre unele obiecte, ii corespunde multimea obiectelor care satisfac conditia. Astfel, daca lua!Jl pe f J ca pe conditia noastra arbitrara, atunci propozitia universala (de ordinul al doilea) (V f J) (:Jy)(Sy & (Vx)(x e y o f Jx)) in care toate aparitiile lui y in f J, daca exista vreuna, sunt legate, exprima aceasta idee. Totusi, asa dupa cum se stie foarte bine, in pofida plauzibilitatii sale intuitive, ideea consemnata la (iii) se dovedeste a conduce la paradox. Pentru ca este suficient sa stipulam ca f J este conditia de 'a fi o multime non-self-membra’ pentru a obtine paradoxul lui Russell, care arata ca teoria naiva a multimilor este inconsistenta. 216 Principala motivatie, atunci, de a introduce conceptia fregeana despre multimi, care este ceruta de catre semantica logicii de ordinul al doilea, este de a pastra . angajamentele ontologice ale logicii de ordinul al doilea intre niste limite rezonabile si de a proteja logica de aparitia paradoxurilor (inconsistentelor). Astfel, in pofida paralelismului puternic dintre conceptia naiva si conceptia fregeana, exista temeiuri bune pentru a prefera notiunea din urma, pe care o voi delimita imediat, notiunii dintai. Pentru ca teoria naiva a multimilor ne angajeaza fata de conceptul existentei multimii tuturor multimilor si a multimii (russelliene) a tuturor multimilor care nu sunt self-membre. si -doar pentru ca stim ca aceste angajamente conduc la paradox nu putem, totusi, infera ca doctrina fregeana despre multimi, in aceasta reconstructie pe care o schitam aici, da nastere la probleme similare. Dar atunci comitem sofismul cercului vicios, daca spunem ca logica de ordinul al doilea presupune o notiune de multime care este, in privinte importante, similara aceleia caracteristica conceptiei naive, si ca acest fapt ar constitui o indicatie ca ea este an gaj ata fata de oricare presupozitii, sau cel putin fata de o parte dintre presupozitiile, fata de care este angajata teoria naiva a multimilor. Deoarece chiar daca structura set-teoretica subiacenta unei interpretari de ordinul al doilea are trasaturi comune cu conceptia naiva despre multimi, exista totodata si trasaturi distinctive importante, care sunt determinante pentru existenta unor sisteme corecte, si asadar consistente, de logica de ordinul al doilea, in timp ce teoria naiva a multimilor este pur si simplu inconsistenta. Am spus in sectiunea precedenta a acestui capitol ca propozitia de ordinul al doilea '(3X)(Vx)(Xx o x   x)', care spune ca exista o multime ai carei membri sunt toate obiectele care sunt non-self-membre si numai acelea, este valida in logica de ordinul al doilea. Motivul este acela ca in fiecare interpretare Z, judecata pe care o exprima propozitia, anume ca exista o submultime a domeniului, in asa fel incat ea 217 contine toate obiectele din domeniu si numai pe acelea care nu au cu ele insele relatia pe care io asigneaza lui‘ e’, este o judecata adevarata. Problema care apare acum este urmatoarea: nu este logica de ordinul al doilea amenintata de inconsistenta pentru ca admite ca fiind valida o propozitie care, atunci cand este interpretata in teoria multimilor, conduce la paradoxul lui Russell? Dar pe de alta parte, daca, asa cum s-a indicat inainte, aceasta amenintare nu este reala, in conditiile in care pastram distincte multimile de obiecte in care li se asigneaza valori lui X si respectiv lui x, atunci cum am putea ajusta ideea intuitiva din (iii) pentru a o putea face functionala in logica de ordinul al doilea? Simplu spus, propunerea mea este aceea ca logica de ordinul al doilea ‘trateaza’ despre multimi in sensul delimitat intuitiv de catre (i) - (iii), cu o modificare corespunzatoare a lui (iii), in asa fel incat paradoxul lui Russell sa fie evitat. Astfel, atunci cand se spune ca teoria multimilor are de-a face cu multimi in acest sens, ceea ce se obtine de fapt este logica de ordinul al doilea in ‘blana de lup'. in timp ce teoria autentica a multimilor, cu intreaga sa ontologie a multimilor, poarta asupra unor concepte mai elaborate si non-naive de multimi, precum este si acela propus de catre conceptia iterativa a multimilor. Preferinta mea de a asocia multimi fregeene domeniilor interpretarilor pentru un limbaj de ordinul al doilea nu este una doar terminologica. intrucat ratiunea sa de baza nu este numai aceea de a evita orice conotatie de inconsistenta pe care o declanseaza utilizarea expresiei ‘teoria naiva a multimilor’. Exista cel putin trei temeiuri puternice pentru a folosi aceasta terminologie atunci cand vorbim despre semantica standard pentru limbaje de ordinul al doilea. (1) Pentru cuantorii de ordinul al doilea exista colectii de regul i corecte, si asadar consistente, fata de interpretarea standard. Ar fi inselator, atunci, sa explicam 218 notiunea de domeniu de discurs pentru o interpretare de ordinul al doilea in termenii unei notiuni brute - lipsite de calificari - de multime. intrucat, daca lasam deschisa posibilitatea interpretarii domeniilor in termenii multimilor naive, atunci, intr-un mod impropriu, dam un semnal ca exista si posi bilitatea ca logica de ordinul al doilea sa fie i nconsistenta in ultima instanta. (2) Preferinta pentru eticheta ‘fregean’, atunci cand vorbim despre multimi in contextul logicii de ordinul al doilea, este motivata de catre dogma fregeana fundamentala ca o multime este extensiunea unui concept. (3) in dogma fregeana mentionata la punctul (2), este adanc inradacinat ceva care, intr-un sens foarte clar, este de natura logica. Ceea ce am in vedere prin toate acestea este ca putem obtine imaginea pe care o reprezi nta punctul (2) cu aj utorul doar al unor concepte logice. Astfel, este o chest iu ne de logica sa se sp una ca oricare litera-predicat monadica - al carei sens este un concept - in fiecare limbaj, fie se apl ica oricarui obiect dat din domeniul unei interpretari, fie nu se aplica (legea tertului exclus). Dar atunci, urmatorul pas in rationament vine in mod foarte natural. intrucat ne apare clar ca oricarui predicat monadic ii putem asocia doua genuri de lucruri (complementare) in domeniu: genul de lucruri despre care predicatul este adevarat si genul de lucruri despre care predicatul este fals. Aceasta inseamna, mai departe, ca fiecarui predicat ii putem asocia multimea tuturor lucrurilor si numai a acelor lucruri la care el se aplica in mod adevarat. si din moment ce potrivit axiomei extensionalitatii pentru multimi nu pot sa existe doua astfel de multimi distincte, ajungem astfel intr-un mod firesc la ideea, care intr-un sens clar ne aminteste de ideea fregeana mentionata la punctul (2), ca fiecarei litere-predicat ii putem asocia o extensiune definita intr-o interpretare data. Unii autori, inclusiv Boolos, au botezat conceptia aceasta despre multimi - pentru care argumentez aici si care este 219 condensata in dictumul: 'Fiecare predicat are o extensiune' - conceptia naiva despre multimi?? Ma voi abtine sa folosesc aceasta eticheta, cu atat mai mult cand contextul discutiei este logica de ordinul al doilea. iata acum o prezentare condensata a gandului intuitiv care sta la baza conceptiei iterative despre multimi.29 30 Multimile sunt colectii de obiecte si fiecare multime este generata la un anumit stadiu al unui proces care se desfasoara in stadii consecutive. Punctul de pornire al procesului prezinta doua forme diferite, in functie de faptul ca se presupune sau nu existenta obiectelor individuale. intr-una dintre versiuni, conceptia asuma existenta indivizilor, adica a obiectelor care nu sunt multimi si prin uimare nu contin membri. Potrivit celeilalte versiuni, procesul incepe de la stadiul cel mai auster, la care nu exista nici un individ. Multimile care sunt generate pornind de la asumptia ca nu exista nici un individ se numesc multimi pure. indiferent daca prima faza a procesului asuma sau nu existenta indivizilor, fiecare stadiu succesiv din proces va fi generat potrivit aceluiasi tip de instructiune. Astfel, la stadiul zero (incepem numaratoarea stadiilor de la zero, iar punctul de pornire de la indivizi existenti non-existenti este anterior acestui stadiu zero) sunt formate toate colectiile posibile de indivizi. Sau altfel, daca nu exista nici un individ, atunci singura colectie care este formata la stadiul zero va consta din multimea vida. in general, numarul de colectii care urmeaza a fi generate la stadiul zero va depinde de numarul, 17, de indivizi care exista. si este evident ca numarul de colectii la stadiul zero este egal cu 2". La stadiul unu multimile sunt generate potrivit instructiunii: sa se formeze toate colectiile posibile de indivizi si de multimi formate la stadiul zero. si in general, 29 Cf. G. Boolos The iterative Conception of Set, Journal ofPhilosophy, volumul LXVii, nr. 8,1971,pg.215-231. 30 in aceasta descriere sumara a conceptiei iterative despre multimi urmaresc in general, cu unele modificari, prezentarea lui Boolos in op: cit., pg. 220- 224. 220 la fiecare stadiu n, n finit si >1, instructiunea de generare a multimilor stadiului al n-lea va fi: sa se formeze toate colectiile posibile de indivizi si de multimi formate la fiecare stadiu precedent de la stadiul O si pana- la stadiul n - 1 inclusiv. Bineinteles, procesul nu se opreste aici, deoarece continua la nivelul transfinitului. Astfel, imediat dupa toate stadiile finite zero, unu, doi, trei, .. exista un stadiu urmator numit omega. La stadiul omega se formeaza toate colectiile posibile de indivizi si de multimi care sunt formate la fiecare stadiu precedent si una dintre ele este multimea tuturor multimilor formate la stadiile zero, unu, doi, .. Procesul continua la stadiul omega plus unu, unde se formeaza toate colectiile posibile de indivizi si multimi care sunt formate la stadiul zero, unu, doi, .., si omega. Pentru a mentine procesul in continua miscare la nivelul transfinit, se poate face apel acum la o versiune ajustata a generalizarii care a fost utilizata la nivel finit. Astfel, in general, la fiecare stadiu cu + 11, n finit si > 1, instructiunea de generare a multimilor stadiului cu + 11 va fi: sa se formeze toate colectiile posibile de indivizi si multimi formate la fiecare stadiu precedent de la stadiul O pana la stadiul cu + (11 - 1) inclusiv. Dupa stadiile O, 1, 2, .. , cu + 1, cu + 2, .,. stadiul imediat urmator este cu + cu (sau cu x 2). La stadiul cu + cu se formeaza toate colectiile posibile de indivizi si de multimi care sunt formate la fiecare stadiu precedent. La stadiul cu + cu + 1 se formeaza toate colectiile posibile de indivizi si de multimi formate la stadiul zero, unu, .., omega, omega plus unu, .., omega plus omega. si din nou, in general, la fiecare stadiu cu + cu +  1,  1 finit si >1, instructiunea pentru generarea multimilor stadiului cu + cu + n va fi: sa se formeze toate colectiile posibile de indivizi si de multimi formate la fiecare stadiu precedent de la stadiul O pana la stadiul cu + cu + (11 - 1) inclusiv. Procesul continua in felul acesta fara incetare 221 .. aJ x 3 .. .. aJ x 4 .. .. aJ x aJ .. Descrierea generarii multimilor potrivit instructiunilor care stau la baza conceptiei iterative lasa nedecisa chestiunea daca trebuie sa spunem sau nu ca multimile sunt formate din nou si din nou, sau doar sa spunem ca fiecare multime este formata la un anumit stadiu unic. De fapt, o citire atenta a instructiunii care produce multimile la fiecare stadiu pare sa indice mai degraba ca o multime este formata (din nou si din nou) la fiecare stadiu succesiv in raport cu stadiul la care multimea este formata pentru prima oara. Totusi, chiar daca nu este nimic gresit in mod intrinsec cu acest mod de a descrie procesul, Boolos alege varianta unicitatii stadiului de formare pentru fiecare multime: .. in schimb, vom spune ca o multime este formata numai o data, anume la cel mai timpuriu stadiu la care, dupa modul nostru vechi de a vorbi, s-ar fi spus ca se formeaza.31 Avantajele conceptiei iterative despre multimi sunt evidente.32 ideea centrala pe care se bazeaza instructiunea pentru generarea multimilor la fiecare nivel este naturala. Procesul nu este conceput cu scopul de a scapa de paradoxurile set-teoretice. Cu toate acestea, toate conceptele sau conditiile care sunt raspunzatoare pentru producerea paradoxuri lor nu ajung sa determine nici o multime, daca prin 'multime' intelegem acum ceea ce se intelege in conceptia iterativa. Astfel, potrivit acestei conceptii, nici o multime nu poate sa-si apartina sie insasi, si in consecinta, nu exista 31 ibid., pg. 222. 32 Nu este scopul meu aici sa urmaresc chestiunea modalitatii in care poate fi purificata aceasta prezentare bruta a conceptiei iterative de fiecare element antropomorfic, care este prezent in procesul generarii multimilor prin stadii consecutive. Este important sa spunem, insa, ca sarcina poate fi indeplinita cu succes. Antropomorfismul nu este o amenintare reala pentru aceasta conceptie despre multimi. • 222 un astfel de lucru precum ‘ mul timea tuturor multimilor'. Motivul este acela ca fiecare multime poate fi formata, daca poate fi formata in genere, la un stadiu care este ulterior stadiului celui mai avansat la care sunt formati membrii acelei multimi. De asemenea, nu pot exista doua multimi oarecare care sa-si apartina una alteia. Pentru ca daca ar fi asa, atunci o multime ar putea fi formata la un stadiu anterior fata de stadiul cel mai timpuriu la care este formata multimea. iar asa ceva este imposibil. Acum, dupa ce ne-am facut o idee generala cu privire la ce anume este i mplic at in di st i nctia dintre conceptia fregeana si conceptia iterativa despre m u lt imi, teza tentat iva pentru care vreau sa argumentez este ca logica de ordinul al doilea este esentialmente despre multimi concepute drept submultimi ale domeniu lui unei interpretari de ordinul al doilea, sau daca vorbim in idiomul adoptat aici, despre multimi fregeene. Ea nu este, insa, despre intregul domeniu al multimilor care fac obiectul teoriei multimilor. in consecinta, presupozitiile set-teoretice fata de care este angajata ontologic logica de ordinul al doilea sunt pastrate la un nivel minim, si mai mult, intreaga onto logie a multimi l or pe care o presupune teoria m u l ti milor nu sta in fundalul logicii de ordinul al doilea. Teoria multimilor, pe de alta parte, este despre un domeniu mai cuprinzator de multimi. iar daca vrem sa scapam de inconsistenta cu care este impovarata teoria naiva a multimilor, trebuie sa luam in calcul une le optiuni pentru a ingusta domeniul multimilor acceptabile. Astfel de optiuni sunt teoriile axiomatice ale mul timilor care traseaza o distinctie intre mul ti mi si clase, sau acele versiuni ale teoriei multimi l or care l u creaza dintru inceput cu un concept non-naiv de mul ti me, cum ar fi conceptul iterati v care blocheaza oricare rezultate paradoxale. Desigur, putem intreba in mod legitim daca distinctia dintre con cepti a naiva si conceptia fregeana despre multimi este fundamentata si poate sa primeasca o justificare independenta. Deoarece se pare ca exista doua lucruri care pledeaza pentru 223 considerarea distinctiei ca fiind ad-hoc. Mai intai, exista stransa asemanare intre cele doua conceptii in privinta conceperii multimilor si mai ales paralelismul dintre ideea fregeana ca o multime este extensiunea unui concept si axioma apartinand conceptiei naive care spune ca fiecarei conditii care este satisfacuta de catre unele obiecte ii corespunde multimea acelor obiecte care satisfac conditia. Dar in al doilea rand, pare a fi ceva discretionar, arbitrar si pur ad-hoc sa se spuna ca niciodata nu vor aparea paradoxuri, daca ne limitam la conceptia fregeana de multime, care sta la baza notiunii de interpretare de ordinul al doilea, pentru ca nu ajungem sa avem niciodata multimea tuturor multimilor in domeniul nici unei interpretari de ordinul al doilea si mentinem izolate domeniile in care li se asigneaza valori variabilelor 'X' si 'x' in oricare interpretare pentru '(3X)(V'x)(Xx B x й x)'. Oricum, deoarece ceea ce prezinta interes pentru noi aici sunt colectii de reguli pentru cuantori de ordinul al doilea, care sunt corecte fata de semantica standard, avem toate motivele sa nu acceptam in domeniul nici unei interpretari de ordinul al doilea multimea tuturor multimilor, sau multimea tuturor multimilor care nu su nt self-membre. intrucat paradoxul lui Cantor si respectiv acela al lui Russell ne spun ca aceste multimi de fapt nu exista, sau daca doriti, acele conditii nu determina formarea unor multimi. Asadar, nu este nimic ad-hoc in a spune ca in logica de ordinul al doilea nu operam cu multimi interpretate in mod naiv. Tot ceea ce dorim este sa impiedicam colectiile noastre de reguli de ordinul al doilea sa dea nastere la sisteme inconsistente. si aceeasi ratiune guverneaza si prohibirea atribuirii de obiecte din aceleasi multimi variabilelor 'X' si respectiv 'x'. Atunci, daca suntem de acord ca aceste manevre in logica de ordinul al doilea nu sunt discretionare, este firesc sa ne disociem de problemele fata de care ne angajeaza utilizarea conceptiei naive despre multimi. Lucrul rational pe care trebuie sa-1 facem este sa ajustam conceptia naiva pentru 224 scopurile logicii de ordinul al doilea, in asa fel incat sa nu se produca paradoxuri in aceasta zona. Conceptia fregeana despre multimi, amendata pentru a nu produce inconsistente, mi se pare potrivita pentru .scopurile noastre de aici. Astfel, daca miscarile indicate par a fi in ordine, atunci cand miza este logica de ordinul al doilea, povestea este diferita atunci cand ne mutam la teoria multimilor in mod propriu. in acel caz, conceptia naiva ne angajeaza fata de ideea ca exista multimea tuturor multimilor si multimea tuturor muitimilor care nu sunt self-membre. si acesta este un motiv foarte puternic pentru a urmari sa dezvoltam alte versiuni ale teoriei multimilor, care sa restrictioneze intr-un mod potrivit domeniul multimilor existente. Din pacate, acelasi sentiment ca se propune ceva ad-hoc reapare si in acest caz. si exceptand teoria multimilor standard, de ordinul intai, Zermelo-Fraenkel (prescurtata ’ZF’), care incorporeaza conceptia iterativa despre multimi, oricare dintre celelalte solutii care au fost propuse este neacceptabila, tocmai pentru ca se pare ca le lipseste orice motivatie de a aborda problematica teoriei multimilor care sa fie independenta fata de incercarea de a da seama de paradoxurile set-teoretice, Cred ca diagnosticul pe care-l pune Boolos esecului oricaror astfel de manevre ad-hoc este pe de-a-ntregul corect: * O rezolvare finala si satisfacatoare a paradoxurilor set-teoretice nu poate fi incorporata intr-o teorie care blocheaza derivarea lor prin restrictii tehnice artificiale asupra multimii de axiome, restrictii care sunt impuse numai pentru ca altfel s-ar produce paradoxuri; aceste alte teorii supravietuiesc numai prin astfel de instrumente artificiale. Doar teoria ZF (impreuna cu extinderile si subsistemele ei) nu este doar consistenta (in mod evident), ci si o teorie a multimilor independent motivata: Exista, ca sa zicem asa, un 'gand in spatele ei’ despre natura multimilor, care ar fi putut fi propus chiar daca, in mod imposibil, teoria naiva a multimilor ar fi fost consistenta. Mai mult, gandul poate fi descris intr-un mod brut, dar informativ, fara a formula mai intai teoria in spatele careia sta acel gand.33 33 ibid., pg. 219. 225 Gandul la care face trimitere Boolos in pasaj ul de mai sus este acela implicat in mod esential in conceptia iterativa despre 'multimi. si asa cum am argumentat mai inainte, caracterul. convingator al acestui concept este rezultatul a doua fapte importante, anume acela ca el apare firesc in mintea noastra si respectiv acela ca niciodata nu poate sa genereze multimile problematice, chiar daca conceptul nu este motivat si declansat de catre nevoia de a evita, sau de a scapa de paradoxuri. Cu toate acestea, daca ceea ce vrem sa intelegem prin ‘multime’ in contextul teoriei multimilor este ceea ce spune conceptia iterativa ca este o multime, atunci mie mi se pare evident ca intre logica de ordinul al doilea si teoria multimilor nu poate fi pus in nici un fel semnul egalitatii. Logica de ordinul al doilea, spre deosebire de teoria naiva a multimilor, nu sucomba in fata paradoxurilor. Acestea se datoresc, de pilda, faptului ca in teoria naiva a multimilor, spre deosebire de logica de ordinul al doilea, nu poate fi evitata existenta multimii tuturor multimilor, sau a multimii tuturor multimilor care nu sunt self-membre. Cu toate acestea, in nici o interpretare de ordinul al doilea nu este cazul ca domeniul interpretarii contine multimea tuturor multimilor. De asemenea, am discutat destul de amanuntit mai inainte ca propozitia de ordinul al doilea ‘(3X)( ix)(Xx B x li' x)', care spune ca exista o multime ai carei membri sunt toate obiectele non-self-membre si numai acelea, este valida in logica de ordinul al doilea. Dar aceasta nu revine la a face valida o propozitie care exprima paradoxul lui Russell, deoarece intelesul real al propozitiei in cauza aici este acela ca exista o submultime a domeniului, in asa fel incat ea contine toti membrii domeniului care nu-si apartin lor insisi, si numai pe acei membri. iar acest lucru este perfect acceptabil, atata timp cat niciodata nu obtinem multimea tuturor multimilor in domeniul nici unei interpretari 226 de ordinul al doilea si mentinem totodata separate domeniile lui 'X' si 'x' in oricare interpretare pentru ‘(3X)(V'x)(Xx B x <t x). Mai mult, si mai important, sensul in care are de-a face logica de ordinul al doilea cu multimi se deosebeste in mod esential de conceptia iterativa despre multimi, conceptie care este incorporata in oricare sistem axiomatic autentic pentru teoria multimilor. Exista un sens puternic in care domeniul unei interpretari de ordinul al doilea contine o multime de obiecte pe care interpretarea le asigneaza extensiunilor literelor-predicat din limbaj si pe care le pot parcurge cuantorii de ordinul al doilea, variabilele-predicat si variabilele-indivizi. Dar dupa cum am indicat inainte, putem ajunge la aceasta multime de obiecte printr-un gen de constructie logica aplicand legea tertului exclus - fiecare predicat este asociat cu multimea de obiecte luata din domeniu, la care el se aplica in mod adevarat, si cu complementara extensiunii sale in raport cu domeniul, la care predicatul nu se aplica in mod adevarat. Domeniul unei interpretari este multimea semnificatiilor literelor-predicat si variabilelor-predicat sub asignari, si se poate schimba de la o interpretare la alta, comportandu-se astfel precum extensiunea unui indexical, a carui referinta poate sa varieze cu fiecare context al utilizari i. Reteta generarii multimilor continuta in conceptia iterativa despre multimi nu este in nici un fel esential implicata in generarea multimilor de obiecte care este domeniul unei interpretari pentru un limbaj de ordinul al doilea. Faptul ca cele doua ‘genuri’ de multimi care prezinta interes pentru problema noastra nu revin la unul si acelasi lucru este indicat apoi de catre faptul ca multimea de obiecte care alcatuieste domeniul unei interpretari in logica de ordinul al doilea are o structura booleana, in timp ce nici o multime care este generata in acord cu conceptia iterativa despre multimi nu poate sa aiba o astfel de structura. in mod special, nu are nici un sens sa se 227 vorb easca des pre complementara, in raport cu universul de di scurs, a unei multimi generate potrivit conceptiei iterative. Dar are sens sa se spuna ca dat fiind un domeniu fixat (univers de discurs, adica multime de obiecte), se poate atasa fiecarei litere-predicat din limbaj o muitime de obiecte care constituie extensiunea sa si complementara corespunzatoare extensiunii sale fata de acel domeniu. Din acest punct de vedere, mi se pare ca ceea ce numim logica de ordinul al doilea se situeaza mult mai aproape de logica clase lor decat de oricare teorie a multimilor care incorporeaza conceptia iterativa despre multimi. in acest sens, logica de ordinul al doilea se plaseaza in ultima instanta pe un continuum cu logica de ordinul intai, mai degraba decat cu o teorie a multimilor de genul sistemului ZF, care incorporeaza conceptia ce a mai sol i da despre multimi pe care o avem astazi la dispozitie, anume conceptia iterativa. Postfata Logica modala propozitionala este adesea conceputa ca o generalizare a logicii clasice propozitionale, dar se poate construi un bun argument ca cea dintai trebuie vazuta ca o forma restransa a logicii clasice de ordinul al doilea! Lucrarea de fata considera un aspect interesant al acestei legaturi de ordinul al doilea, care se leaga de un fenomen curios de incompletitudine. Multi oameni sunt familiarizati cu logici modale propozitionale "standard" precum K, sau T, sau S5. Acestea pot fi descrise axiomatic, sau semantic. Din punct de vedere semantic, ele sunt logicile caracterizate, respectiv, de catre clasa: tuturor cadrelor; cadrelor reflexive; cadrelor a caror relatie de accesibilitate este o relatie de echivalenta. Adica, de pilda, validitatile lui Tsunt formulele adevarate in fiecare lume a fiecarui model bazat pe un cadru reflexiv. Problema este ca aceste logici modale "standard" sunt "foarte bine crescute" si prea multa familiarizare cu un astfel de comportament bun poate fi inselatoare. Exista logici modale propozitionale incomplete. O modalitate de a exprima aceasta incompletitudine consta in a spune: exista o clasa de cadre C care caracterizeaza o logica L care nu este axiomatizabila. Pentru a formula aceasta idee mai exact, evitand, totusi, detaliile unei proceduri demonstrative formale, sa introducem cativa termeni. O formula X este valida intr-un model-Kripke, daca este adevarata la toate lumile modelului; este valida intr-un cadru, daca este valida in toate modelele bazate pe acel cadru. Fiind data o multime S de formule modale inchisa fata de substitutie, sa spunem ca o formula X este o consecinta model a lui S, daca X este valida in toate modelele in care sunt valizi membrii lui S. si sa spunem ca X este o consecinta cadru a lui S, daca X este valida in toate cadrele in care sunt vali zi membrii lui S. Sa consideram, de pilda, colectia 229 tuturor formulelor de forma DX X, sa o numim T. Consecintele model ale lui T si consecintele cadru ale lui T sunt aceleasi formule - este multimea axiomatizata prin adaugarea lui T la o axiomatizare standard a lui K. Este intotdeauna cazul ca consecintele model ale unei multimi constituie o submultime a consecintelor cadru. intr-adevar, pentru toate logicile modale propozitionale "standard", distinctia consecinta model-consecinta cadru este lipsita de importanta, deoarece multimile coincid. Dar, exista multimi S, inchise fata de substitutie, care au proprietatea ca setul consecintelor model este o submultime stricta a colectiei consecintelor cadru. Acesta se numeste, de obicei, rezultatul de incompletitudine, deoarece consecinta model este ceea ce capteaza in general sistemele axiomatice, in timp ce consecinta cadru este ceea ce vrem noi in general. Aceste rezultate de incompletitudine le datoram lui S. K. Thomason si K. Fine. Un instrument folosit pentru a demonstra rezultatul mentionat mai sus sunt cadrele generale. Cadrele obisnuite constau dintr-o multime de lumi posibile si o relatie de accesibilitate. Cadrele generale specifica totodata o colectie de multimi speciale de lumi - aceste multimi sunt denumite adesea judecati - care satisfac anumite conditii de inchidere. Apoi ni se permite sa consideram numai modele bazate pe cadre generale, in care multimea lumilor la care sunt adevarate formulele sunt intotdeauna judecati. Fiecare cadru este un cadru general, dar exista cadre generale care nu sunt cadre. Tot asa cum aceste cadre generale sunt un instrument util pentru demonstrarea incompletitudinii, dupa cum tocmai am observat, ele ofera, de asemenea, si un gen de solutie problemei. Putem introduce o notiune de consecinta cadru general intr-un mod evident. Deoarece exista mai multe cadre generale decat cadre, multimea consecintelor cadru general a lui S poate fi mai mica decat multimea 230 consecintelor cadru. si de fapt, exista o corespondenta exacta intre notiunea de consecinta cadru general si notiunea de consecinta model. Un fenomen similar apare in logica clasica de ordinul al doilea, unde se cuantifica pe submultimi ale domeniului ca si pe indivizi. Validitatea clasica de ordinul al doilea nu este axiomatizabila - si ea prezinta aspecte ale incompletitudinii. Cu multi ani in urma, Henkin a oferit o solutie, pe care a numit-o modele generale. in acestea, cuantorii asupra multimilor sunt restrictionati la o colectie designata de submultimi ale domeniului si nu parcurg toate submultimile. Validitatea relativa la modelele generale este axiomatizabila. Modelele generale ale lui Henkin au constituit, de fapt, sursa de inspiratie pentru introducerea cadrelor generale in semantica modala. Cartea de fata incepe cu o prezentare generala a fundalului problemelor, urmata de examinarea detaliata a unui exemplu de fenomen de incompletitudine modala. Apoi, intr-un capitol central, se arata ca exista o stransa legatura intre incompletitudinea modala si incompletitudinea logicii clasice de ordinul al doilea. in mare, conexiunea se prezinta in felul urmator. O demonstratie de completitudine pentru o axiomatizare a unei logici modale poate fi formalizata in logica clasica de ordinul al doilea. La un anumit punct in demonstratia formalizata, avem nevoie de existenta unei anumite multimi de lumi posibile. Desigur, acea multime se afla in domeniul cuantorilor de ordinul al doilea in modelele "adevarate" de ordinul al doilea, dar s-ar putea sa nu fie in domeniul admisibil de cuantificare al unor modele generale de ordinul al doilea. Asadar, argumentul poate fi condus in logica "adevarata" de ordinul al doilea, care nu este axiomatizabila, si nu poate fi intotdeauna condus in logica axiomatizabila corespunzatoare modelelor generale de ordinul al doilea. De fapt, incompletitudinea modala este vazuta ca un aspect al incompletitudinii clasice de ordinul al doilea. 231 Pentru a urmari prezentarea problemelor si a demonstratiilor care alcatuiesc principalul continut al acestei carti este nevoie de cunoasterea doar a catorva elemente tehnice de fundal. Este suficienta o familiarizare generala cu logica. clasica de ordinul intai. Aparatul tehnic modal propozitional, semantica de ordinul al doilea, completitudinea si incompletitudinea, toate sunt prezentate si discutate cu o deosebita atentie si claritate, sub toate aspectele. Aceasta este o caile pe care o pot citi si nespecialistii. investigatii de genul acesta sunt importante, nu pentru ca demonstreaza noi teoreme, ci pentru ca ne ofera noi perspective asupra unor rezultate cunoscute, ceea ce ne ajuta sa ne rafinam capacitatea de a discerne adevarata natura a acestora. Legaturi facute de-a lungul unor domenii, si intre acestea, ne dau o imagine mai clara a subiectului nostru - adevarul si mecanismele prin care ajungem sa il cunoastem. Melvin Fitting City University of New York Martie 1999, M ontrose, New York Bibliografie Boolos, George si Jeffi-ey, Richard Computability and Logic, editia a treia, C ambridge University Press, 1989. Boolos, George 'On Second-Order Logic', The Journal of Philosophy, Vol. LXXii Nr. 16, septembrie 18 (1975), pg. 509-527. Boolos, George si Sambin, Giovanni 'An incomplete Modal Logic’, Journal of Philosophical Logic 14 (1985), pg. 351-358. Boolos, George 'Reading the Begriffsschriff, Mind, 94 (1985), pg. 331-44; retiparit in W. Demopoulos (ed.), Frege ’s Philosophy of Mathematics, Harvard University Press, 1985, pg. 163-181. Boolos, George 'To Be is To Be a Value of a Variable (Or To Be Some Values of Some Variables)', The Journal of Philosophy (1984), pg. 430-449. Boolos, George ‘Nominalist Platonism', The Philosophical Review, XCiV, Nr. 3 (iulie 1985), pg. 327-344. Boolos, George The Logic ofProvability, Cambridge University Press, 1993. Bowen, Kenneth A. Model Theory for Modal Logic. Kripke Models for Modal Predicate Calculi, D. Reidel Publishing Company, 1979. Bull, Robert A. si Segerberg, Krister ‘Basic Modal Logic', D. Gabbay si F. Guenthner (ed.) Handbook of Philosophical Logic, volumul ii: Extensions of Classical Logic, D. Reidel Publishing Company, 1984, pg. 1-88. Chellas, Brian Modal Logic. An introduction, Cambridge University Press, 1980. 233 Church, A. Jntroduction ta Mathematical Logic, Princeton, New Jersey, Princeton University Press, 1944, 1956, 1996. Coc.chiarella, Nino B. ‘A Completeness Theorem in Second-Order Modal Logic’, Tlieoria, vol. XXXV, 1969, partea a П-a, pg. 81-103. Cresswell, M. J. ‘Classical intensional Logics', Theoria, voi. 36, 3: 1970, pg. 347-372. Cresswell, M. J. 'incompleteness and the Barcan Formula', Journal of Philosophical Logic, 24, 1996, pg. 379-403. Davis, Martin 'First-Order Logic' D. Gabbay, C. J. Hogger, J. A. Robinson (ed.), Handbook of Logic in Artificial intelligence and Logic Programming. Volume 2 - Deduction Methodologies, Clarendon Press, Oxford, 1994. Doets, Kees Basic Model Theory, CSLi Publications & FoLLi, 1996. Ep stein, Richard The Semantic Foundation of Logic. Predicate Logic, Oxford University Press, Oxford, New York, 1994. Fine, Kit ‘Propositional Quantifiers in Modal Logic', Theoria, vol. 36, 3: 1970, pg. 336-346. Fine, Kit ‘An incomplete Logic Containing S4', Theoria, vol. XL, 1974, parte a i, pg. 23-29. Fine, Kit 'An Ascending Chain of S4 Logics’ Theoria, vol. XL, partea a ii-a, 1974, pg. 110-116. Fine, Kit ‘Logics containing K4. Part i', The Journal of Symbolic Logic, volumul 39, numarul 1, martie 1974, pg. 31-42. Fine, Kit ‘Some Connections Between Elementary and Modal Logic', Stig Kanger (ed.) Proceedings of the Third Scandinavian Logic Symposium. Studies in Logic and the Foundations of Mathematics, vol. 82, North-Holland Publishing 234 Company - Amsterdam, Oxford, American Elsevier Publishing Company, inc. - New York, 1975, pg. 15-31. Fine, Kit 'Model Theory for Modal Logic. Part i-TheDE RE   DE DiCTO Distinction', Journal of Philosophical Logic 7 (1978), pg. 125-156. Fine, Kit 'Model Theory for Modal Logic. Part ii-The Elimination of DE RE Modality’, Journal of Philosophical Logic 7 (1978), pg. 277-306. Fine, Kit 'Model Theory for Modal Logic. Part Ш - Existence and Predication', Journal ofPhilosophical Logic 10 (1981), pg. 293-307. Fine, Kit 'Logics containing K4. Part ii', The Journal of Symbolic Logic, volumul 50, numarul 3, septembrie 1985, pg. 619-651. Fitting, Melvin Proof Methods For Modal and intuitionistic Logics, D. Reidel Publishing Comp any, 1983. Fitting, Melvin ‘Modal Logic Should Say More Than it Does', Jean-Louis Lassez & Gordon Plotkin (ed.), Computational Logic. Essays in Honor of Alan Robinson, MiT Press, 1991, pg. 113-135. Fitting, Mel vin ' B asic Mod al Logic' D. Gabbay, C. J. Hogger, J. A. Robins on (ed.), Handbook of Logic in Artificial intelligence and Logic Programming. Volume 1: Logical Fowtdarions, Clarendon Press, Oxford, 1993, pg. 365-448. Forbes, Graeme The Metaphysics of Modality, Clarendon Press, Oxford, 1985. Forbes, Graeme Longuages of Possibility. An Essay in Philosophical Logic, aristotelian Society Series, volumul 9, Basil Blackwell, 1989. Forbes, Graeme An introduction to Modal Logic, Tulane University, 1994. Forbes, Graeme Mathematical Logic and the Limits of Computation, Tulane, 1994, 1996. 235 Goldblatt, Robert ‘First-Order Definability in Modal Logic', The Journal of Symbolic Logic, voi. 40, numarul 1, martie 1975, pg. 35-40. Goldblatt, Robert Mathematics of Modality, CSLi, Stanford, California, 1993. Hazen, Allen ‘Expressive Completeness in Modal Language', Journal of Philosophical Logic, 5 (1976), pg. 25-46. Hughes, G. E. si Cresswell, M. J. An Jntroduction to Modal Logic, Routledge, London-New York, 1968. Hughes, G. E. si Cresswell, M. J. A Companion to Modal Logic, Methuen, London-New York, 1984. Hughes, G. E. si Cresswell, M. J. ‘A Companion to Modal Logic - Some Corrections', Logique et Anaiyse, Nouvelle Serie, martie 1986, 113, pg. 41-51. Hughes, G. E. si Cresswell, M. J. A New Jntroduction to Modal Logic, Routledge, London-New York, 1996. Je ffrey, Richard Fonnal Logic - its Scope and Limits. Edi ti a a treia, McGraw-Hill, inc., 1991. Leivant, Daniel ‘ffigher-Order Logic', D. Gabbay, C. J. Hogger, J. A. Robinson (ed.), Handbook of Logic in Artificial Jntelligence and Logic P ogtamming. Volume 2 -Deduction Methodologies, Clarendon Press, Oxford, 1994, pg. 229-321. Lemmon, E. J. si Scott, Dana ‘The "Lemmon Notes". An introduction to Mod al Logic ’, Krister Segerberg (ed.), American Philosophy Quarteriy, 1977. Lindstrom, Per 'On Extensions of Elementary Logic’, Theoria, voi. XXXV, partea i, 1969, pg. 1-11. Manzano, Maria Extensions of First Order Logic, Cambridge Tracts in Theoretical Computer Science 19, Cambridge University Press, 1996. 236 Parsons, Charles Mathematics in Philosophy. Selected Essays, Corneli Un iversity Press, ithaca, New York, 1983. Quine, W. V. O. From a Logical Point of View, Harvard, Cambridge, 1953. Quine, W. V. O. Philosophy of Logic, ed itia a doua, Harvard Univers ity Press, Cambridge, Massachu setts an d London, England, 1970, 1986. Quine, W. V. O. ’Reply to David Kaplan', in L. E. Hahn si P. A. Schilpp (ed.), The Philosophy of W. V. Quine, LaSalle: Open Court, 1986. Sahlqvist, Henrik ‘Completeness and Correspondence in the First and Second Order Semantics for Modal Logic', Stig Kanger (ed.) Proceedings of the Third Scandinavian Logic Symposium. Studies in Logic and the Foundations of Mathematics, vol. 82, North-Holland Publishing Company - Amsterdam, Oxford, American Elsevier Publishing Company, inc. - New York, 1975, pg. 110-143. Segerberg, Krister An Essay in Classical Modal Logic, 3 volume, Uppsala, 1971. Segerberg, Krister ‘That Every Extension of S4.3 is Normal’, Stig Kanger (ed.) Proceedings of the Third Scandinavian Logic Symposium. Studies in Logic and the Foundations of Mathematics, vol. 82, North-Holland Publishing Company -Amsterdam, Oxford, American Elsevier Publishing Company, inc. - New York, 1975, pg. 194-196. Shapiro, Stewart 'Second-Order Logic, Foundations, and Rules', The Journal ofPhilosophy, voi. LXXXVii, numarul 5, 1990, pg. 234-261. Shapiro, Stewart Foundations Without Foundationalism. A Case for Second Order Logic, Clarendon Press, Oxford, 1991. Smorinski, C. Self-Reference and Modal Logic, Springer-Verlag, New York, Berlin, Heidelberg, Tokio, 1985. 237 Smullyan, R. M. Godel’s lncompleteness Theorems, Oxford University Press, New York, ' Oxford, 1992. Thomason, S. K. ‘Semantic Analysis of Tense Logic’, The Journal of Symbolic Logic, voi. 37, numarul 1, martie 1972, pg. 150-158. Thomason, S. K. ‘Noncompaciness in Propositional Modal Logic’, The Journal ofSymbolic Logic, voi. 37, numarul 4, decembrie 1972, pg. 716-720. Thomason, S. K. 'An incompleteness Theorem in Modal Logic’, Theoria, voi. ^L, partea i, 1974, pg. 30-34. Thomason, S. K. ‘Reduction of Tense Logic to Modal Logic. i’, The Journal ofSymbolic Logic, voi. 39, numarul 3, septembrie 1974, pg. 549-551. Thomason, S. K. 'The Logical Consequence Relation of Propositional Tense Logic’, Zeitschr. f math. Logik und Grundlagen d. Math., voi. 21, 1975, pg. 29-40. Thomason, S. K. 'Reduction of Second-Order Logic to Modal Logic’, Zeitschr. f math. Logik und Grundlagen d. Math., voi. 21, 1975, pg. 107-114. Van Benthem, J. F. A. K. 'A Note on Modal Formulae and Relational Properties’, The Journal ofSymbolic Logic, voi. 40, numarul 1, martie 1975, pg. 55-58. Van Benthem, J. F. A. K. 'Two Simple incomplete Modal Logics’, Theoria, volumul XLiV, 1978, partea i, pg. 25-37. Van Benthem, J. F. A. K. ‘Syntactic Aspects of Modal incompleteness Theorems’, Theoria, volumul XLV, 1979, partea i, pg. 63-77. Van Benthem, J. F. A. K. 'Tense Logic, Second-Order Logic, and Natural Language', in Aspects of Philosophical Logic. Some Logical Forays into Central Notions of Linguistics and Philosophy, ed. Uwe Monnich, D. Reidel Publishing Company, Dordrecht Holland, 1981, pg. 1-20. Van Benthem, J. F. A. K. Modal Logic and Classical Logic, Bibliopolis, 1983. 238 Van Benthem, J. F. A. K. si Doets, Kees 'Higher-Order Logic', D. Gabbay and F. Guenthner (ed.) Handbook ofPhilosophical Logic, volumul 1, pg. 275-329. Van Benthem, 1. F. A. K. 'Correspondence Theory', D. Gabbay and F. Guenthner (ed.) Handbook of Philosophical Logic, Volume П: Extensions of Classical Logic, D. Reidel Publishing Company, 1984, pg. 167-248. Van Benthem, J. F. A. K. Notes on Modal Definability', Notre Dame Journal of Formal Logic, volumul 30, numarul 1, iarna 1989, pg. 20-35. Van Benthem, J. F. A. K. 'Some Kinds of Modal Completeness', Studia Logica, ^XXX, 2 3, pg. 123-141. index apartenenta 194 completitudine vs. incompletitudine si defini ti a vali d itat i i 105 - 106 Boolos, G. 190,202 - 205, 211,214, completitudinea formulei 159 215,219, 225,226 completitudinea logicii de ordinul al il-lea cu semantica non-standard cadre 11, 24 (Henkin) 109, 131 cadre generale 53, 64, 65, 110, 149, completitudinea vs. incompletitudinea 150, 152 sistemelor modale in relatie cu cadre generale si demonstratia de completitudinea vs. incompletitudinea incompleti tudine 101-104 logicii de ordinul al il-lea 106 -107 cadre Henkin 150 corectitudine semantica 12,190 cadre Kripke 54, 110, 149, 150, corespondenta intre logica nemodala a 152, 170 pred i catelor si logica modala a cadre K'ipke si demonstratia de propozitiilor 28 incompletitudine 101 - 104 cadru general recesiv 67, 83, 171, 183 demon stratia de caracterizare a cadru tranzitiv 183 sistemelor modale 29 comparatie intre logica de ordinul 1 si demonstratia de completitudine a logica de ordinul al ii-lea 114 -115 sistemei or modale (demonstratia de tip completitudine fata de cadre 27 Henkin) 30 241 demonstratia tip Henkin a completitudinii 12 distinctia sisteme modale comple- te incomplete in relatie cu semantica Henkin 129, 153 explicarea completitudinii unor sisteme modale normale in relatie cu logica de ordinul al il-lea 153, 158 extindere conservatoare 180 folosire - mentionare; ignorarea acestei distinctii ca punct de plecare al ignorarii identificarii logicii de ordinul al il-lea cu teoria multimilor 195 formula adevarata intr-un model 22 formula incompleta 174, 178 formula valida intr-un cadru 24, 49 formula valida intr-un model 57 Frege, G. 196 incompletitudine modala (non-caracteri- zabilitate) 11,12,15,16, 55, 151, 163, 178, 186 incompletitudinea formulei 163, 178, 179 incompletitudinea logicii de ordinul al il-lea cu semantica standard 109, 131 interpretare pentru logica modala de ordinul 1 20, 190, 207 lexiconul limbajului logicii de ordinul al il-lea 116 logica demonstrabilitatii 13 logica de ordinul al il-lea 11, 13, 187 argumentele lui Quine impotriva logicii de ordinul al il-lea 189, 192 incompletitudinea logicii de ordinul al il-lea 16 logica de ordinul al il-lea monadica predicativa 175 relatia logicii de ordinul al il-lea cu logica claselor 228 relatia logicii de ordinul al il-lea cu teoria multimilor 16, 205, 209, 213,215,223,226 -228 lumi posibile ' 21, 52, 216 242 modalitati 21, 190 multimea judecati lor admisibi le; relatia modele 11 ei cu demonstratia incompletitudinii sis- model canonic 12,27,76 temului VB 81,149 modele canonice si demonstratia incompletiUidinii 103 paradoxul lui Russell; relatia sa cu modele de ordinul al il-lea 150 limbajul logicii de ordinul al il-lea modele generale 64, 110, 149, 150 218, 224 modele Henkin 150,171 paradoxuri set-teoretice si teoria modele Kripke 64, 110, 149, 150 Zermelo-Fraenkel a multimilor 225 multime predicatie 194 conceptia fregeana vs. conceptia prima teorema de incompletitudine a lui iterativa despre multimi 191, Godel 12, 174 215-217, 223, 227 pseudo-epimorfism (p-morfism) 83 conceptia iterativa despre multimi puterea expresiva a unui limbaj in relatie 215,218,220 -222, 226 -228 cu puterea expresiva a altui li mbaj 179, conceptia naiva despre multimi 181, 182, 186 216, 223 -225 teoria multimilor; relatia ei cu logica Quine, W. V. O. 188 -203, de ordinul al il-lea 16,205,209, 205,207 -209,212 213,215,223, 226 -228 multime mundana (worldset) 65, reguli de inferenta pentru cuantori de 172, 183 ordinul al il-lea 130 243 relatia incompletitudine modala - sistem modal complet 14, 49, 50 semantica standard pentru logica de sistem modal non-Canonic 76 ordinul al ii-lea 129 sistem modal normal 25 relatia semantica standard - cadre sisteme modale normale incomplete 11, Kripke 110 12, 49, 50 relatia semantica non-standard - cadre sistemul B 26 generale 1 10 sistemul K 25 Russell, B. 196 sistemul S4 26 sistemul S5 26 scheme recursive de traducere 13, 15, sistemul T 25 16 sistemul VB (demonstrarea incomple- semantica tip Kripke 11,19 titudinii) 57 corelatia semanticii ti p Kripke cu sisteme modale normale incomplete 11, semantica de ordinul al ii-lea 148 12, 49, 50 semantici pentru limbajul logicii de structuri-model de ordinul al ii-lea 150, ordinul al ii-lea 120 170, 171 semantica Henkin pentru limbajul logicii de ordinul al ii-lea 124 teoria corespondentei modale 154, 163 semantica standard pentru limbajul teoria modelelor pentru logica modala logicii de ordinul al ii -lea 122 20 sintaxa limbajului logicii de ordinul teorie modala 154,178 al ii-lea 118 sistem modal canonic 76 244 traducerea canonica a limbajului logicii modale a propozitiilor in limbajul logicii de ordinul al il-lea 144, 162 validitate intr-un cadru 51, 52 validitate intr-un model 15, 22, 23, 57 Van Benthem J. F. A. K. 57 Logica modala prepozitionala este adesea conceputa ca o generalizare a logicii clasice prepozitionale, dar se poate construi un bun argument ca cea dintai trebuie vazuta ca o forma restransa a logicii clasice de ordinul al doilea! Lucrarea de fata considera un aspect interesant al acestei legaturi de ordinul al doilea, care se leaga de un fenomen curios de incompletitudine. Pentru a urmari prezentarea problemelor si a demonstratiilor care alcatuiesc principalul continut al acestei carti este nevoie de cunoasterea doar a catorva elemente tehnice de fundal. Este suficienta o familiarizare generala cu logica clasica de ordinul intai. Aparatul tehnic modal prepozitional, semantica de ordinul al doilea, completitudinea si incompletitudinea, toate sunt prezentate si discutate cu o deosebita atentie si claritate, sub toate aspectele. Modalitate siincompletitudine este o carte pe care o pot citi si nespecialistii. investigatii de genul acesta sunt importante, nu pentru ca demonstreaza noi teoreme, ci pentru ca ne ofera noi perspective asupra unor rezultate cunoscute, ceea ce ne ajuta sa ne rafinam capacitatea de a discerne adevarata natura a acestora. Legaturi facute de-a lungul unor domenii, si intre acestea, ne dau o imagine mai clara a subiectului nostru - adevarul si mecanismele prin care ajungem sa il cunoastem. Melvin Fitting City University of New York Cititorul va gasi in Mircea Dumitru un ghid sigur si competent pentru acest teren accidentat si dificil. Graeme Forbes Tulane University, New Orleans Mircea Dumitru este conferentiar la Catedra de filosofie teoretica si logica si in prezent decanul Facultatii de Filosofie de la Universitatea Bucuresti. Este doctor in filosofie, specializarea logica, al Universitatii Tulane, New Orleans, SUA (mai 1998) si doctor in filosofie, specializarea filosofia limbajului, al Universitatii din Bucuresti (iulie 1998). Autor al monografiei On Modal incompleteness (UMi, Ann Arbor, 1998), coautor (impreuna cu P. Bieltz) al manualului pentru licee Logica si Argumentare (EdituraALL, 1999). iSBN 973-596-003-6